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PRÉFACE 


Depuis la création de cette Collection des Pour Com- 
prendre, des milliers d'élèves et d'étudiants de toutes 
sortes ont mordu aux Mathématiques et ont même pu 
aborder sans difficulté la Géométrio analytique, 16 
Calcul différentiel et lo Calcul intégral. Alléchés par 
cos Initiations, un grand nombre d’entre eux n’ont 
pas hésité à pousser plus avant et 80 sont plongés dans 
l’étudo de Troités plus complets, mais « souvont, m'é- 
crivent-ils, nous sommes arrêtés par des notations 
assoz mystériouses pour des débutants ot qui se pré- 
sentent sous forme do flèches au-dessus d’une lettre 
ou d’un sesinont do droite ». [ls font allusion parfois 
à des Traités do Mécanique ou d’Éloctricité, où ces 
notations sont couramment employées depuis quelque 
tomps. Il s’agit simplomont de vecteurs οὐ de Calcul 
vectoricl. 

J'ai immédiatement pensé à leur donner satisfaction 
en publiant Pour comprendre le Calcul vectoriel ot dans 
ce but je me suis adrossé à un jouno collaborateur, 
professeur et liconcié ès sciences Mathématiques qui 
a bien voulu écrire pour les étudiants de toutes caté- 
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gories ce nouvel ouvrage qui va les initier à des pro- 
cédés aussi utiles qu’intéressants. 

Son but no vise pas à uno étude complète do toutes 
les questions qui ressortissont au Calcul vectoriel ; un 
volume do cette Collection n’y suffirait pas. Je 16 
répète, il s’agit simplement d’une nouvelle Initiation à 
des procédés de calcul dont la connaissance devient 
inmdispensoble pour servir de base à uno étude appro- 
fondio de la Géométrie analytique, de la Méca- 
nique, otc., telles qu’on les enscigne »ctuecllement. 

l'étude de certaines questions, notamment de la 
dérivation vectorielle, ne pout être entroprise que par 
dos osprits déjà rompus au mécanisme des déivations ; 
aussi nous a-t-1l paru assez difficile dela faire figuror 
dans cot ouvrage; elle aurait d’ailleurs tenu à elle seule 
une place trop importante. Par contre, l’auteur ἃ pu 
exposer en détail toutes los opérations élémentaires : 
somme géométrique, produit scolaire οὐ produit vec- 
toriel qui constituent vraiment l’ossentiol dos connais- 
sances nécessaires. 

Les quelques leçons consacrées aux vectours glis- 
sants ne constituent pas un tout. S'il était impossible 
de passor sous silence cette notion d’un emploi si fré- 
quent en statique des solides, il faut avouer qu’une 
étude complète cût présenté de grosses difficultés pour 
bien des commençants. 

Je forai remarquer égolement que l’auteur ἃ évité 
autant que possible l’emploi des anglos orientés, non 
que cette notion ne présente beaucoup d'intérêt, mais 
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parce que son étudo plus poussée eût soulevé de nou- 
velles difficultés et alourdi l’ouvrage sans profit cer- 
tain. 

En somme, les esprits curieux trouveront dans Pour 
comprendre le Calcul vectoriel une première documen- 
tation qui leur permettra d’entroprendre avre une 
grande facilité la lecture d'ouvrages nouveoux sur la 
Géométrie analytique, la Mécanique, l’Electricité où 
l’on rencontre couramment l’usage des vecteurs. 

Dès le début, les étudiants dans leur marche on 
avant éprouveront peut-êtro quelque hésitation : 
C’est que l'emploi des méthodes voctorialle: est rolati- 
vement récent, si bien que les notations οὗ même [ἃ 
terminologie varient légèrement d’un auteur à l’autre, 
En ce qui concerne l’écriture, les signes utilisés dans cet 
ouvrage se retrouvent on général dans tous les calculs 
manuscrits ; malheurousement 115. entraînent, des diffi- 
cultés d’ordro typographique assez sérioux. Cost la 
raison pour laquelle la nototion AB on caractères gras 
remplace parfois [ἃ notation AB plus correcte. De 
même rencontre-t-on souvent le signe X an lieu de A. 
L’inconvénient n’est pas d’aitlaurs aussi gravo qu’on 
pourrait l’imaginor, parce que les auteurs ont toujours 
soin de préciser leurs notations et leur langage. Bien 
plus, cet écucil aura l’avantage d’habitucr l’esprit à 
n'être pas l’osclave d’une notation particulière. 

Je voux remorcier en terminant M. Jean Breton 
d’avoir su £’adapter, dans cotte nouvelle Initiation 
assez difficile à présonter, à la méthode pédagogique 


] 
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spéciale qui ἃ fait le succès de cette Collection. 1] ἃ 
ainsi rendu un service signalé à tous ceux qui s’inté- 
ressent à l’étude des Mathématiques. Nos lecteurs no 
pourront qu’applaudir à ses efforts que couronnera le 
BUCCÈS. 


Abbé Tr. Moreux. 


POUR COMPRENDRE 


LE CALCUL VECTORIEL 


EE ὃὅ 6ὉὉὖὉ..ΌΘ.0ΒὈ....ϑψ.... ...... . . ...,,.-..ν..-.... ϑ.΄-..ϑθ0....»».......... 


PREMIÈRE LEÇON 
GÉNÉRALITÉS 


Be a 5 


1. But de cette lecon. 


Jusqu'à maintenant, l’étude géométrique directe 
s’est limitée aux courbes ot aux surfaces usuelles : 
droite, cercle, coniques, plan, sphère, cônes et cylindres 
de révolution. Pour l’étude des autres figures, 1l faut 
faire appel à la géométrie analytique qui ἃ l’inconvé- 
nient de fournir des représentations peu imagées. 
Bion souvent, un tracé correct indique d’emblée los 
conclusions d’un problème de géométrie élémentaire 
à l'esprit entraîné ; la lecture d’un ensemble d’équa- 
tion n’apporte rien par elle-même, elle doit s’accom- 
pagner de calculs plus ou moins laboricux. Quelquefois 
même les propriétés intéressantes n'apparaissent 
pas, il faut varier le mode de représentation el la 
réussite dépend bien souvent du système de référence 
choisi. L’usage des vecteurs, introduit à la fin du 
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ΧΙΧΘ siècle, permet souvent d'éviter ces inconvénients : 
les équations présentent un caractère plus géomé- 
trique, elles sont indépendantes du système d’axes 
choisi. En possession de ce moyen, l'élève qui aime 
la géométrie trouve aux méthodes analytiques un 
attrait plus puissant. Dans ce livre, nous nous limi- 
terons aux applications élémentaires du calcul vec- 
toriel, laissant au lecteur le soin d'accroître tui-même 
ses connaïssances lorsqu'il n’éprouvera plus de diffi- 
culté à comprendre. Le but de la première leçon est 
l'étude des notions indispensabies pour comprondre 
l’objet et les procédés du calcul vectoriel. 


2. Segment orienté de l’axe x'x. 


On appelle axe une droite sur laquelle on ἃ choisi 
un sens de parcours. 


Ετα. 1. — Segment orienté. 


Deux points À et B étant choisis sur un axe zx, la 
portion de l’axe qui 8 pour origine A ot pour extrémité 
B est le seement orienté AB de l’axe x'x. 

Le sens du segment AB est le sens dans lequel il faut 
se déplacer sur AB pour aller de A vers B. 
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3. Mesure algébrique d’un segment. 


C'est un nombre algébrique qui a pour valeur abso- 
lue la mesure de la longueur AB et qui est : 

— positif si le segment AB et l'axe x'x sont de 
même sens : 

— négatif si le segment AB et l’axe x'x sont de sens 


contraires. 


On la représente par le symbole AB. 


x! A B x 
JE" vas _ AB »O "Se 
Β A x 
2Mess __ AB {0 er G 
x’ A x 
er FMEeus _ ΑΒ {0 


4éEcas _ AB ΣῸ 
χα, 2. — La mesure algébrique d’un scgment 
est un nombre algébrique. 4% 

Avant d'aller plus lom, faisons quelques remarques 
sur les questions d'orientation. Dans les constructions 
graphiques, on choisit habituollement un sens de par- 
cours bien déterminé (le sens de gauche à droite pour 
les figures étudiées précédemment, ot vous pouvez être 
tenté de croire qu’il 4010 être obligatoirement choisi 
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et que les formules mathématiques sont vraies à cette 
condition. Il n’en est rien, nous nous efforcerons de le 
montrer par des exemples. 


4. Relation de Chasles. 


Trois points À, B, ὦ, occupant des positions quel- 
conques sur un axe, les mesures algébriques des seg- 
monts AB, BC, AC, sont liées par la relation 


AB + BC — AC 
x A B C x 
SE NE Re LE Ut 14. ες NA SRE ε΄ : ἥϑι ARTE JA 
las RE: 
Fra. 3. — Les trois segments ont même sens que l’axe. 


ΟἹ les points sont situés comme l'indique la figure 3, 
les trois scgments ont même sens que l’axe, donc 


AB — longueur du segment de droite AB ou lon- 
guour AB. 

BC = longueur BC. 

AC -- Jonguour AC 
et l'égalité 

longueur AB + longueur BC = iongucur AC 

entraîne : AB + BC — AC. 

Remarquez bien la différence entre un sogment d’un 
axe, et un segment de droite, qui est la portion d’une 
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droite comprise entre deux points (on dira indiflé- 
remment le segment de droite AB, ou BA). 

On démontre le théorème en considérant tous les cas 
de figure possibles (fig. 4). Nous nous bornerons à 
considérer le deuxième cas de la figuro 4. 


X 6 A ζῶ B X 
ΚΦ σα cas PT 

x? B eo A À 

4 [à fre LAS nu 
7 B Α ζ X 
MEL A La 5 (PR Le 

A CIS ἜΣ 
Fa C A B χ. 
νι IE PRES TETE 2 αι BFCRAAOUR CUITE = 
GONE eus —> 

AO DIE NL A x 
AMP TRS nr 

Fia. 4. — Les autres cas possibles. 


Les segments AB et AC sont de même sens que l’axe, 
le segment BC est de sens contraire, donc : 
AB — longueur AB 
BC = — (longueur BC) 
AC — longueur AC 
et l'égalité 
longueur AG = longueur AB -- longueur BC 
entraîne : AB + BC = AC. 
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La figure 5 représente la même disposition des 
points À, B, C, l’axe étant orienté en sens contraire ; 
on vérifiera que dans ce cas la relation reste vérifiée. 
La relation de Chasles peut être généralisée : 

n points À, B, C...., L, M, N, étant disposés d’uno 
manière quelconque sur un axe, On ἃ 


ΤΕ ΕΣ + LM + MN = AN 


x A C 


Fra. 5. — La relation reste vraic 
si l’axe cest orienté en scns contraire. 


5. Repérage d’un point sur un axe. 


Pour repérer la position d’un point À sur un axe, 
il suffit d’avoir choisi une origine O sur l’axe et de se 
donner OA. 


Exemple: l’unité de longueur étant le centimètre, on 
se donne OÀ — — 2,5 (fig. 6). La longuour OA a pour 
mesure 2,5 ct le sons du segment OA est le sens con- 
traire de celui de l’axe ; le point A est donc parfaito- 
ment détorminé. 


χ' 0 Α Χ 
RE PS OS 
Δ ΘΝ NT 


Ετα. 6. — Détermination d’un point d’abscisse donnée. 
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OÀ est, par définition, l’abscisse du point À sur 
l'axe z'Ox. 


6. Conséquence de la relation de Chasles. 


Soient deux points A et B sur un axe x'Ox tels que : 
OÀ = a (abscisse de A); OB — ὃ (abscisse de ὁ). 
On a (relation de Chasles) : 


re -πππὶ 


OA -+ AB = OB 


OÙ 
AB = OB — OA 
AB = ὃ — a 
x? A x 
ὁ a --» 
fra. 7. — Application de la relation de Ghasles. 


La mesure algébrique d’un segment cest égale à 
l’abscisse de son extrémité moins l’abscisso de son 
origine. 


7. Application des propriétés des segments. 
a) Si OA — 5, ΟΒ — {1, les abscisses de À et B 


sont respectivement 5 οὐ 11. 


AB — OB — OA — 11 5 
AB = 6. 


BRETON. — Calcul vectoriel À 
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Si OA -- — 3, OB = — 7. 
AB -- OB — OA --.-7.- ὃ. 


AB TZ 4. 
x” O0 A B x 
LACS AIN EURE ERREUR CRU CRE OR RE EPA RENE ce EN ΕἸΕΝ ES 
5 11-Ὁ 
Ed A 0 Χ 
TA -ὃ —> 
Fa. 8. — Calcul de la mesure algébrique 


d’un segment orienté. 


b) L’application des propriétés des segments à cer- 
4aines flguros de géométrie permet de résumer en une 
seule formule les propriétés métriques, quel que soit 
le cas de figure envisagé. 

Par exemple, il est avantageux, en optique géomé- 
trique, d'écrire la formule des lentilles sous la forme 


suivante : 
4 4 j| 


sw TE γ΄ 980} 


À étant un point objet situé sur l’axe principal, A’ 
son image, S le centre optique et K le foyer principal- 
IMago. 

Appliquons à quelques cas particuliers : 

Trouver l’image d’un point, objet virtuel, situé à 
25 em. en arrière du centre optique, sur l’axe principal 
d’une lentille divergente de distance focale 30 em. 


Sens de la lumière incidente 


le) 


» 
EE 


À’ (image r. 


δ ἐἐἐξκεξεεει -᾿ τ ς΄ 


ES 
dé 
SA ΞΞΞΞΕΣ 


L 


δὶ 


Plan-\foca! 
NN 


Féisèe 


\ 
Ἂν 


N 
N 


Fi. 9. 


D Flores 


φῃ 


ΖΕ 


ΖΞ 


2 


CL 


2 


99 


δος 


Sens de la lumiere incidente 


ΦΩ͂ 
γ 
(ol 
“τὸ 
β. 
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Choisissons un sens de parcours sur l’axe (sens de la 
lumière, par exemple) ; la lentille étant divergente, 
F est en avant de S donc 


SF — — 30 
l'objet étant virtuel est derrière la lentille, donc 
ΘᾺ = 25. 


D'où 
1 4 | 


SA) 20 VOD 
ΘΑ ἘΣ ΞΕ [50 
L'image est à 150 cm. en arrière de S’,elle est par 
conséquent réelle. 
En choisissant l’autre sens de parcours, nous au- 
rions eu 


SF — 30 SA ——25  SA'— — 150 


ce qui donne pour Λ΄ la même position que précédem- 
ment. 

Pour vous habituer au calcul vous pourrez vous 
poser des problèmes analogues ; 115 offrent l’avantage 
de permettre une vérification rapide et sûre par l’em- 
ploi des constructions classiques (fig. 9). 

Soient deux lentilles convergentes comme l’mdique 
la figure 10. 

Distances focales : de ἴω, — 75 cm. 

de L, — 60 cm. 
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Distance S, S, — 30 cm. 
Un point A (objet réel) est situé à 50 em. en avant de 
S;, sur l’axe principal ; trouver son image. 
Prenons comme sens de parcours celui de la lumière. 
SA = —50 SF —75 SF —60 ὅδ, — 30 
Soit A4 l’image de À donnée par L.. 


1 Ἐπ Κ᾿ 
+ - τὸ — d’où S, Ai = — 150. 
δ᾽ Α] 50 75 1 


L'image ΑἹ est virtuelle et située à 150 em. en avant 
de S.. 
Soit A’ l’image de A; donnée par |». 


S,Ai — SA — 8,5 (relation de Chasles) 


SAx == —+ 1501 30 — — 180 
et 

MON ONE pl 

SR nr ER: 

1 1 


SAT τ 180 0 A rss 


L'image du point À donnée par le système de len- 
tilles est située à 90 cm.derrièress, : elle est donc réelle. 
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8. Vecteur. 


On appelle vecteur une portion de droite ayant une 
origine À et une extrémité B. On représente ce vecteur 
par la notation 


AB qui se lit « vecteur AB ». 


Pour définir un segment, nous avons dû fixer un sens 
de parcours sur la droite, au contraire nous définissons 
un vecteur sans tenir compte de ce sens. 


ligne d Aartron A B 
ertqire extreimite 
Fra. 11. — Représentation d’un vecteur. 


Pour situer le vecteur AB dans l’espace, 1l faut con- 
naître : 

a) sa ligne d’action, qui est la droite indéfinie pas- 
sant par À et B (sans aucune considération de sens) ; 

δ) son sens, qui est le sens dans lequel 1] faut se 
déplacer sur cette droite pour aller de A vers B ; 

c) son module qui est la longueur du segment de 
droite AB (nombre arithmétique) ; 

d) son origine qui est le point À. 


On représente le module par la notation. 


[ΔῈ] qui se lit «module du vecteur AB ». 
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9. Vecteurs équipollents. 


Deux vecteurs AB et A'B qui ont des lignes d’action 
parallèles, même sens et même module sont équipol- 
lents. Cette notion permet d'introduire une grandeur 
nouvelle. À partir de l’égalité de deux segments de 
droite (1l ne s’agit pas ici do segments orientés pris 
sur un axe), On ἃ défini la longueur d’un segment de 
droite ; cette grandeur peut être mesurée par un nom- 
bre, c’est une grandeur scalaire. 


Br 2 


Fra. 12. — Deux vecteurs équipollents,. 


À partir de l’équipolienco de deux vecteurs on défi- 
nit la grandeur géométrique d’un vecteur : deux vec- 


teurs équipollents ont même grandeur géométrique, 


L’équipollence des vecteurs AB ot Λ΄ Β΄ 50 représente 
par la notation 
Ab -- ΔΈ 


qui exprime l'égalité géométrique des deux vecteurs. 
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10. Vecteurs libres et vecteurs liés. 


I] est possible maintenant de comprendre les diffé- 
rentes significations du mot vecteur. 

Lorsqu'un vectour est défini par la donnée des 
quatre caractéristiques indiquées plus haut, ou, ce qui 
revient au même, de son origine et de sa grandeur 
géométrique, c’est un vecteur lié. Le vecteur AB est 
lié au point A. 

Lorsqu'un vecteur est défini seulement par sa gran- 
deur géométrique, son origine pouvant être un point 
quelconque de l’espace, c’est un vecteur libre. On 
représente un vecteur libre par la notation 

Ὁ (une lettre surmontée d’une flèche), qui se lit 
« vecteur Ὁ ». 

La donnée d’un voctour libre est équivalente à la 
donnée d’une grandeur géométrique ; si on a : 


F 


AB = v 
v'est un vecteur équipollent à AB mené par un point 
quelconque de l’espace. 

Un vocteur ost quelquefois défini par sa ligne d’ac- 
tion et sa grandeur géométrique, son origine pouvant 
être un point quelconque de sa ligne d’action ; c’est 
un vecteur glissant. Nous reviendrons sur cette caté- 
gorie de vecteurs. 

Dans les premières leçons nous considérerons pres- 
que toujours des veeteurs libres. 
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11. Projection d’un vecteur sur un axe. 


> 
Le vecteur libre à, de module 1, parallèle à l’axe 2'x 
et de même sens est [6 vecteur unitaire de cet axe. 
. . —+ -Ἔ 
Soit un vecteur libre ? de module | e |. 


> 
ἢ 
---ῈΚ» 
x’ x 
— > 
116. 13. — Vecteur unitaire d’un axc. 


Par un point À pris sur z'x, menons les vecteurs 
liés 


A—> I pren 


Kid. 14, — Projection d’un vecteur sur un axc. 


Soit B' la projection du point B sur l’axe z'x, la 
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mesure algébrique du segment ΑΒ’ est la projection 
du vecteur # sur l’axe. On a 
AB' — [ΑΒ] cos BAT. 
D'où : 
projection de Ὁ — ΑΒ’ — [Ὁ cos BAT. 


Si BAI est aigu, AB’ est un nombre positif. 

Si BAÏ est obtus, ΑΒ' est un nombre négatif. 

Remarque : on appelle l'angle BAÏ angle des vec- 
teurs # οὗ ἢ. L’angle de deux vecteurs est égal à l’angle 
saillant formé par deux demi-droites, il est compris 
entre 0 ot 180 degrés. 


12. Projection d’un vecteur sur un plan. 


Construisons un vecteur AB — ὦ et les projections 
Α΄ et B’ des points Α et B sur le plan (P). 


ΕἸαᾳ. 15, — Projection d’un vecteur sur un plan. 
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Le vecteur A'B/ est la projection du vecteur ΑΒ 
sur le plan (P). Le vecteur Α' Β΄ étant égal à αὖ, αἱ 
est la projection du vecteur ὦ sur le plan (P). 


13. Les notions essentielles étant maintenant connues, 
il est possible de se demander en quoi consiste le 
calcul vectoriel. 

Nous avons donné un exemple de grandeur scalaire : 
la longueur d’un segment de droite. D’autres exemples 
peuvent être trouvés : le prix d’une marchandise, le 
travail d’une force, [ἃ puissance d’un moteur, la masse 
d’un corps, sont des grandeurs scalaires, dont la mesure 
est un nombre. Aux grandeurs scalaires correspondent 
le calcul arithmétique et le calcul algébrique. 

Nous avons opposé aux grandeurs scalaires la gran- 
deur géométrique d’un vecteur qu'il est impossible 
de déterminer complètement par la donnée d’un 
nombre ; c’est une grandeur dirigée. Dos opérations 
spéciales s’appliquent aux grandeurs dirigées. La pra- 
tique de ces opérations, dont nous allons faire l’étude, 
constitue le calcul vectoriel. 


DEUXIÈME LEGÇON 
SOMME GÉOMÉTRIQUE 


14. Définition d’une somme géométrique. 


Soient deux vecteurs libres z et ?. Par un pont O, 
quelconque construisons le vecteur OP de grandeur 
géométrique w, puis par P le vecteur PO de grandeur 
géométrique b. 


ὺ Ψ 
ὡ > Q 
"SQL + LA 
ph UE ν je LA 
R 
Ια. 16. -- Somme géométrique de deux vecteurs. 


Par définition, le vecteur Où est égal à la somme géo- 
métrique des vocteurs αὶ et #; soit w cette somme 
géométrique. 


Es 
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Nous avons : 
OP=ux  ῥῷᾷῷ-ν OÙ =» 
οὗ nous pouvons écrire : 
> > > 
W = u + 9 
οὗ, en particulier 
Οὗ — OP + PQ 
Remarquons que pour l'égalité ot la somme, on 
emploie les mêmes signes que dans le calcul arithmé- 
tique. Il ne doit pas en résulter de confusions dans 
l'esprit du lecteur, les mêmes signes ont ici des signi- 
fications essentiellement différentes. On ne doit pas 
écrire 
x + —+ 
u τ 3 ou bp —= u +2 
De telles notations, où figurent parallèlement des 
quantités scalaires et des quantités dirigées, n’ont 
pas de sens. 


15. Construction d’une somme géométrique. 


Elle est indiquée par la définition précédente. Il 
suffit, par un point quelconque de l’espace de moner 
les vecteurs OP οἱ ΡΟ, le vecteur οὗ est égal à la 
somme géométrique. 

Par O, menons OR équipollent à PO. Le quadrila- 


tère OPQR est un parallélogramme dont la diagonale 


est OQ, d’où une variante de la construction : 
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par OÔ mener OPetOR égaux ἃ αὶ οὗ Ps tracer le paral- 
lélogramme OPQR, le vecteur 00 est égal à la somme 
géométrique w. 

La règle du parallélogramme cst utilisée en méca- 
nique pour la composition des forces concourantes, 
nous y reviendrons plus tard. 


16. Somme géométrique de Di vecteurs. 


Soient quatre voctours libres a, D, Ὁ, d. Nous cons- 
truisons leur sommo géométrique # en menant les 
vecteurs 

OP lent LPO EP LICE) LS 14 
OS ost égal à la somme géométrique des quatre vec- 
teurs 


OS UE LE bio A 


Πα. 17. -- - Somme géométrique de plusieurs vecteurs. 
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17. Propriétés des sommes géométriques. 


Elles sont analogues à celles des sommes arithmé- 
tiques. 
On peut intervenir l’ordre des termes sans changer 
la somme 
a+D+o+d=c+a+d+r 
On peut remplacer plusieurs termes par leur somme 
géométrique : 
si 5 — ὃ. € 
a+b+e+d=a a+ (b Loc) +d 


RUE D cel die ὦ ΜῊ ere 


La figure 17 on fournit la vérification. 


18. Difiérence géométrique. 


Si w est la sommo géométrique de u et de », a est la 
différence géométrique de w et de v ; 


—  — > 
U το W— 


L’analogie complète entre les notations de l’arithmé- 
tique et de l’algèbre et celles du calcul vectoriel montre 
qu’on pourra appliquer aux égalités géométriques les 
mêmes règles de calcul qu'aux égalités algébriques 
(règle des signes, suppression des paronthèses, change- 
ment de membre). 

Un vecteur dont l'origine et l’extrémité sont con- 
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fondues est un vecteur nul ; le cas peut se présenter 
dans la construction faite au numéro 15 si le point Q 
est confondu avec le point Ὁ. On a alors : 


+ Ὁ 
u + pv — 
: —> —+ 
les vecteurs libres x et » sont des vecteurs opposés : 
— -ῸΣ ΟΣ 
u = 0 — 9 — — +. 
Il est aisé de vérifier que 


et ME lee WE ἘΠὺ 
19. Produit d’un vecteur par un nombre. 


Soient trois points O, P, Q d’un exe z'x tels que 


O0 -- À OP 
hk étant un nombre algébrique, on écrit : 
-» 
OÙ — h OP 
OU, 81: 
—+ -- > —} —+ 
— OP p—OQ, ΞΞ ἢ, 
--» 
ἐ 
—> 
ἜΘ. Δ TIERR AC SE δὰ 
x’ 0 Ρ x 
— 
Fic. 18. — Produit d’un vecteur par un nombre. 
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Le vecteur libre ? est le produit du vecteur libre w 
par le nombre ἢ. Les vecteurs ete sonf parallèles, 
on dit qu’ils sont colinéaires. 

Il est facile, dans le cas où À est un entier positif, de 
rattacher cebte notion à la notion de somme : Le produit 
d’un vecteur ὦ par © 3 est la somme géométrique de 
3 vecteurs égaux à ω- c’est un vecteur parallèle ἃ ὦ, u, de 
même sens, et dont le module est 16 triple de celui du 
vecteur u. 

Cas particulier : 1e produit d’un vecteur par — 1 
est un vecteur opposé au premier. 


20. Théorème des projections. 


δ f —+ —} 
Soit un axe σ΄ et deux vecteurs z ot # ayant pour 
projections X, et X, sur cot axe. 


l'a. 19. — Théorème des projections. 


——+ Le 


Par un point O,menons OA — ΤῊ puis par À, AB=— v 


T 


ΠΙΕΊΟΝ, — Calcul vectoriel 2 
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0, ἃ, b, étant les projections de Ὁ, À, B, on ἃ (relation 
de Chasles) : 
ob = où + αὖ = X, + X:. 
ul + —+ 

Mais οὗ est la projection du vecteur u + ἡ, done : 
la projection sur un axe de la somme géométrique de 
deux vecteurs est égale à la somme algébrique des pro- 
jections des vecteurs sur cet axe. Ge théorème s’étend 
à un nombre quelconque de vecteurs. 


21. Composantes d’un vecteur. 


Des vecteurs tous parallèles à un même plan sont 
coplanaires. 
. ΄ - . 7 nr) =") 
Considérons trois vecteurs coplanaires ὦ, Ὁ, t. 


1αᾳ. 20. — Composantes d’un vecteur 
suivant deux autres vecteurs. 


11 existe deux nombres x οὗ y tels que : 


— > -Ὁ —> 
ἐξ ΣΕ τ 
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Par un point O, menons ΟΡ, OQ, ΟἿ, tels que : 
On 0 00 NOT 
les quatre points O, P, Q, T sont dans un même plan. 


Menons ΤΟ’ parallèle à OP et TP’ parallèle à OQ, 
nous avons, par construction : 


ΟἿ = OP” + 00’. 


Choisissons les nombres x et ψ' de telle sorte que 


nous avons 
OP’ — x OP O0! — y OÙ 
οἱ 
— —+ + 
OT = x OP + y OÙ 
ou 
> ---ἡν + 
Lt =Lu + y ν. 
Les peigne zuet y 6 ‘sont a ppelés composantes du 
vecteur ὃ suivant les vecteurs u et v. 
—+ το —} 
Considérons maintenant trois vecteurs u, »?, w, non 
coplanaires, et un vecteur £ quelconque, ob par un 
point O, menons OP, OQ, OR, OT tels que 
OP «ὦ OÙ — ἡ OR - w, οἱ À 
Lo parallèle menée par T à OR coupe le plan défini 
par O, P, Q, en un point Ὁ" 
el 
En —} = 
OÙ = OT" + ΤΊ. 
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La parallèle menée par T à OT’ coupe OR en R’ et 
— -- + 
(1 ΕΞ LAIE 
Choisissons le nombre z de telle sorte 400 Ζ — 


nous avons 


OR! — Ζ OR. 


Fra. 21. — Composantes d’un vecteur 
suivant trois autres vecteurs, 
D’après les résultats trouvés précédemment, nous 
pouvons trouver deux nombres x et y tels que 


OT =zxu + y Ὁ. 
Il existe donc trois nombres x, y, 2, tels que OT, 
—_» τ» , 
somme géométrique de ΟἽ" οὐ de OR ait pour gran- 
deur géométrique 


— —} — > 
t=zu+yvt2zw. 
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Les trois Hu E x a, y φ, z w sont appelés compo- 
-«ἷ.ς. 


santes du vecteur & suivant les vecteurs ἃ, v. W. 
À pplication : 
S’il existe ontre les inconnues x ot y la relation 


x & + y Rs Ψ 30 

les valeurs correspondantes des inconnuos sont 4 — 2, 
ΓΈ Ὁ on effet, soit L'un vecteur de grandeur géomé- 
trique 9 nm RUES LE los vecteurs x οἱ y u sont ses 
composantes suivant w et ΕΠ sont égaux respoctive- 
mont à 2 u et 30. 

De même les valours de x, y, 2, solutions de Péqua- 
tion 

tu ΒΒ yo + zw—=5u + 10 © + 30 w 

SON TZ es 5, ἡ Ξξ΄ 80, z — 30. 


Nous appliquerons ces résullats dans la suite (n° 31). 


22. Coordonnées d’un point. 


Une onigino O étant fixée dans l’espace, la position 
d’un point M quelconque est définio par la grandeur 
géométrique du vectour OM. Un vecteur libro ν᾽ étant 
donné, l'égalité 

0 πε 
OM --ν 


rensoigne complètemont sur la position du point M, 
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Si le vecteur OM a pour composantes 


> > ΡΟ »Ὸ 
LU OIUEALTZ w, AUTEURS les vecteurs u, ?, w 


OM=zru τὺ Ἐν. 


Pour appliquer ces résultats à la géométrie analy- 
tique, nous considérerons trois axes concourants for- 
mant un trièdre et leurs vecteurs unitaires ΤᾺ gr 1. 
Si Ζ D Y y 7, fe “ sont les composantes de OM suivant les 
vecteurs 1 L, , CR, les nombres x, y,z sont les coordonnées 
du point M par rapport au système d’axes 292 COOT- 
données d’origine O et de vecteurs unitaires ᾿ 7 ἢ κ. 

Montrons, par l’étude des coordonnées rectangu- 
laires en géométrie plane, que cette définition des coor- 
données d’un point est en accord avec la définition 
classique. 

Soient deux axes rectangulaires αἰ, y'Oy, de vec- 
tours unitaires 1 et 7 et un point M du plan. Construi- 
sons les vecteurs ΟἹ ot ΟἹ respectivement égaux ἃ 


et 7: il existe deux nombros x et y tols que : 
OM = Gi ΠΕ y] 


ces deux nombres sont los coordonnées de M dans le 
système d’axes rectangulaires. 

Les projections de M sur les axes étant m οὔ m', nous 
avons d’après les résultats du numéro 20 


Om — x ΟἹ Om' = y OJ 
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d’où 

mais 

par eonséquent 
᾿ 


Ξ 


F1G. 22. --- Coordonnées rectangulaires d’un point du plan. 


Les nombres algébriques Om οὐ Om’ sont, d’après la 
définition classique, les coordonnées du point M; les 
deux définitions concordent donc parfaitement. 

Nous admottrons qu'il en est de même lorsque les 
axes z'Ox οὐ y'Oy no sont pas rectangulaires ; nous 
aurons alors un système d'axes de coordonnées 
obliques. Lo lecteur familiarisé avec cette notion 
pourra lui-même vérifier que la concordance subsiste, 
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Dans le cas de la géométrie de l’espace, on considère 
trois axes de coordonnées x'Ox, y'Oy, z'Oz, de vec- 
teurs unitaires FR Κ᾿ formant un trièdre trirectangle, 
Los points m, m', m'" sont les projections de M sur 
chacun des axes. 

OM=rityi+zk 


Om—=x Om =y Om" τῷ 2 


= 


= 
nm 
nn 
[ER 
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τα. 23. --- Coordonnées rectangulaires 
d’un point de l’espace. 


L'une dos coordonnées, z par exemple, ἃ pour valeur 
absolue la distance du point M au plan Oxy; elle ἃ le 
signe + si M est situé dans la région de l’espace limitée 
par ce plan qui contient la demi-droite Oz, — dans 
le cas contraire. Des remarques analogues s’apphiquont 
aux coordonnées y eb z, 
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23. Représentation paramétrique d’une droite. 


Un mobile se déplace d’un mouvement uniforme sur 
une droite (D) de l’espace. 

Au temps Ὁ, 1] est au point M, (10) Yo 20): 

Au temps 1, 1l est au point M, (x, ÿ1, Z). 

Au temps ἐ, il est au point M (x, y, 2). 


F1a. 24. — Représentation d’une droite de l’espace. 


Le mouvement est uniforme on a la relation : 


---;» _——+ 
MM, ΜμμΜ 
RTE: 
ce qui entraîne les rolations 
χιπ À TX — ὦ 
Land “x STE y OU ET — ZX + (ii — Lo (1) 
TT Er 

en = où y=%y +1 —yX (2) 
Z1 ΨΥ Ζη Z — 79 


= oo οὐ 22 = 29 + (2, -- 2%) (9) 


4 L 
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Les trois équations obtenues définissent les coor- 
données du point M en fonction du temps (représenté 
par le paramètre ἢ). 

L'étude du mouvement du point montre : 

a) qu'à une position quelconque de M sur la droite(D) 
correspond une valeur de £ (nombre algébrique positif, 
nul ou négatif) ; 

b) qu’à toute valeur de t correspond une position 
de M sur Ia droite (D). 


Les équations (1), (2) et (3) définissent une repré- 
sentation paramétrique de la droite (D). 
Trois équations de la forme : 


za+bt ya + bt z— a" + δ" 


dans lesquelles &, α΄, a”, ὃ, b', δ'' sont des constantes 
et ὁ un paramètre susceptible de prendre toutes les 
valeurs constituent une représentation paramétrique 
d’une droite de l’espace. 
Dans le cas particulier étudié 
MM = 4 MM, 
donc 
—+ τ .-- τῆς - τον 
OM, + MM = OM, + t MM, 
OM — OM, + :MM, (4) 
Cette équation vectorielle définit la droite (D) avec 
autant de précision que la représentation paramétrique. 
Chaque point M est répéré, à chaque instant, par la 
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grandeur géométrique du vecteur OM, l’origine étant 
Ο. À chaque valeur de t correspond une valeur de OM, 
on dit que OM est fonction de ἑ ot l'équation (4) est 
l’équation vectorielle de La droite (D). 

En projetant l'équation (4) sur les axes de coor- 
données, on obtient la représentation paramétrique. 

Ici, apparaît un avantage du calcul vectoriel : 
l'équation (4) remplace trois équations algébriques, 
ceci simplifie l'écriture, les calculs et parfois les rai- 
sonnements. D'autre part la représentation algébrique 
exige non seulement la donnée d’un point fixe, l’ori- 
sine, mais aussi d’un système de trois axes de coor- 
données ; la représentation vectorielle exige seulement 
la donnée de l’origine, elle ne dépend pas de la direction 
des axes de coordonnées. 


24. Représentation paramétrique d’une courbe. 


Les résultats mis en évidence pour une droite peu- 
vent être généralisés. Lorsqu'un point M sc déplace, 1] 
décrit une courbe (C) appelée trajectoire de M. A 
chaque instant, M occupe une position bien déterminée 
sur (C). Une origine Ὁ ébant fixée, on peut repérer la 
posibion du point M par la grandeur de OM, qui est 
une fonction du temps. 

L’équation 

OM = ν (ἡ 
[ lire 1 vecteur 9, fonction de 1] 
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est l'équation vectorielle de la courbe (C). En projebant 
cette équation sur un système d’axos, on obtient une 
représentabion paramétrique 


Le Κὸὴ, TS g(t), 3 — R(t) 


Τα. 25. — Représentation d’une courbe. 


25. Représentations paramétriques d’une même courbe. 


Pour quo le problème soit concret, nous avons 
donné au paramètre t une signification physique déter- 
minée, mais il est possible, pour une courbo, de donnor 
une infinité de représentations paramétriques et, on 
général, dans chacune d'elles, lo paramètre a uno 
signification précise. 

Dans lo problème du numéro 23, nous pouvons 
choisir un sens (10 parcours sur D (do M, vers M,, par 
oxemple) ot appeler ! la mesure algébrique du seg- 
ment MM, 1, celle du segment M,Mi, 


MM=I  MM—4 
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Nous avons 
—} -.----»ν 
Μ,Μ τὰ MM, 
l 1 

ou 

PUS RAT SEE 

sb | 

οἵ 


ΟΜ -- OM, + = M (5) 
1 


qui donne par projection sur les axes 


l 

TZ = Lo + TH. (, — 29) (6) 
1 
ἰ 

Y = Yo + τ (Y1 — Yo) (7) 
Ϊ 

2 = 22) ri (σι — Zo) (8) 


1 


Dans les équations (6), (7), (8) le paramètre ἰ repré- 
sente MM. 


26. Représentation paramétrique d’une parabole. 


Soit une parabole de foyer 1΄, de sommot Ὁ, M un 
point de la parabole, » οὗ m' ses projections sur 108 axes 
(fig. 26). La parabole est le lieu des points équidistants 
du point F et de sa directrice (A). La directrice est 
parallèle à τ“ et coupe y'Oy en un point D tel que : 
FD = 2 FO. Soit Q l’intorscction de Mm et de (A), 
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le triangle FMQ est isocèle, la droite FQ coupe x'Ox 
en P, milieu de FQ ; Ia droite MP est médiane et hau- 
teur du triangle FMQ. L'angle FPM étant droit, les 
triangles rectangles FOP et PmM sont semblables et 1] 
en résulte que : 


OF ΘΙ Ν ΞΟ On: 


Choisissons comme paramètre la mesure algébrique 
du segment OP 


OP =: 
On a : 
Om — 2.0P d’où x = δὲ 
52 l* 
Om' — oP d’où Y= ἘΞ 
OF OF 


Représentons OF par τ. On obtient une représen- 


tation paramétrique de la parabole en géométrie ana- 
Iytique à deux dimensions. 


ui 2 (9) 
)y=T (0) 
| D | 


2t et 5: sont des fonctions de {, projections de OM 
sur les axes ; 101 1] n’est pas possiblo d'exprimer d’une 
manière simple la grandeur géométrique de OM en 
fonction du paramètre { pour trouver une équation 
vectorielle. Dans le cas d’une droite, le calcul vectoriel 


7 


x? 


F16. 26. — Représentation d’une parabok. 
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permettait de déterminer la position du point M à 
l’aide d’une équation vectorielle très simple, mais le 
procédé général n’est pas en défaut dans ce deuxième 
exemple. Nous avons défini les composantes d’un vec- 
teur suivant deux autres vecteurs ; ces composantes 
5 2 3. TT 
suivant les vectours unitaires z et 7 dos axes do coor- 
données sont : 


22 —> 
Det al ] 
D 
On a donc 
το —> 212 -> 
δι -- 2εῖ Ὁ --- ἢ (11) 


équation vectorielle de la parabole. 


Nous avons indiqué que l’équation vectorielle est 
indépendante des axes choisis. À première vue, cet 
avantage semble disparaître ici ; il n’en est rien : los 
vocteurs à et 7 étant considérés indépendamment des 
axes, il est possible de trouver une représentation 
paramétrique dans un autre système d’axos d’ori- 
gine O, de vecteurs unitaires ἷ ob "ἢ en projetant 
l'équation (11) sur les nouveaux axes. 

Pour le montrer choisissons les axes x,Ox,, 07% 
dirigés suivanb les bissectricos des premiers. 

Dans ces conditions ὁ ἃ pour projections 


{ 1 


Val (ya 
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ἜΣ. ‘ F 
et } a pour projections 
1 1 
— οὐ —, 
V2 V2 
On obtient par projection sur les nouveaux axes la 
représentation paramétrique suivante : 


2 1? Ta ἐδ 

ΠΟΥ ἘΞ apres — Ou mn = ν2{1-- =) 

V2 py2 / 

2 2 € Es 

h=—t+ —> où γι = V2(r+ =) 
2 pV2 


27. Représentation paramétrique d’un cercle. 


Soit un cercle de centre O et de rayon R (fig. 27) ; 
nous allons prendre sur ce cercle lo point À comme 
origine des arcs et le sens inverse des aiguilles d’une 
montre comme sens des arcs croissants (l'arc AM de la 
figure sera positif). Nous prendrons comme para- 
mètre 5 l’abscisse curvilignc du point M, sa mesure en 


, R 
radians étant — . Le lecteur vérifiera que, M occu- 


pant une position quelconque sur le cercle 


Om=z—R cos — (12) 
Om'=y=R sin — (13) 
BRETON. — Calcul vectoriel 4 
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Nous obtiendrons ainsi une représentation dans la- 28. Hélice circulaire. 


quelle le paramètre est l’arc de la courbe, c’est une Soit un trièdre triroctangle de coordonnées Ὁ x y z, 


À « νει ] -Ῥ---ν 4 
représentation paramétrique normale. Dans le cas de vecteurs unitaires à, 7, Æ et le cercle (C) d’équation : 
particulier, la courbe sera décrite en entier lorsque 8 À PA 

—? ὙΠ . ΤῸ 
variera entre les valeurs Ὁ et 2π|.. OM = ἢ 605 R ! de Rsin= 7 


Fra. 27. — Représentation d’un cercle. 


L’équation vectorielle correspondante est : Yi ᾿ «. Ὁ 4 
τ]. + τἀ δ. a (14) NS SN — > 
OM — ἢ cos Ê 1 + Rsm R ] δ 5.9 mA 

A / ὙΠ: 


L’équation vectorielle d’un cercle de même rayon, 
mais de centre C, différent de O, serait 


8 
R 


OM -- OÙ + R cos = à + Rsin R τ 7 (45) 


7e 


Fic. 28, — Hélice circulaire. 
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a étant une constante, considérons la courbe (H) 
décrite par le point P, défini par la relation : 


OP = R cos τ TER sin & j+ask (16) 


Lorsque s varie de -_-æ à | æ,le point P décrit 
une courbe indéfinie appelée hélice circulaire, tracée 
sur le cylindre de révolution ayant pour base (C) : 
L’axe z'Oz est l’axe de l’hélice. Si à la valeur δὴ du 
paramètre correspondent un point M, sur (C) et un 
point P, sur (H), à la valeur s, — $, + 2x R, corres- 
pondent le même point M, sur (C) et un point P, sur 
(1H) ; on ἃ: 

OB,— Οὐ", — 2π Rak 

11 est possible de faire coïncider deux arcs d’une 
hélice en faisant subir à l’un d’eux une translation 
parallèle à son axe ot de longueur 2xRa. Cette lon- 
gueur est le pas de l’hélice. La figure 27 ἃ été faite 
pour ὦ posilif ; si nous donnons à a la valeur opposée, 
nous obtiondrons une hélice symétrique de la première 
par rapport au plan æ0 7. 1} est impossible de faire 
coïncider ces deux hélices. 

On obtient une représenLation paramétrique de (11) 
on projetant sur les axes l’équation (16) : 


στε ἢ cos — (17) y=k sin © (18) z—as (19) 


co n’est pas une représentation paramétrique normale. 
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29. Représentation paramétrique d’un plan. 


Trois points Aa, 111: 24); Β(.,; Yo Z2), Cts; Y3 Z3) 
non en ligne droite, déterminent un plan (P); soit M 
un point quelconque de ce plan. 

Les trois vecteurs AB, AC, AM sont coplanaires, 1] 
existe deux nombres ἔ ot u tels que : 


AM — : AB + u AC (20) 


Ετα. 29, — Représentation d’un plan. 


À chaque point du plan correspondent une valeur 
de ἐ ot u et à chaque couple de valeurs de # et x corres- 
pond une position du point M. L’équation (20), dans 
laquelle ὁ οὗ τὸ sont deux paramètres indépendants, 
détermine complètement le plan (P), on peut l'écrire : 

OM — OÀ = 1 AB + w AC 
ou 
OM -- οὐ + 1 ΑΒ + u λέ (21) 
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Projetons cette équation vectorielle sur les axes de 
coordonnées, nous obtenons la représentation paramé:- 


trique : 
D = χὰ (Xe — 2%) - τὰ (ὥς — ἃ) (22) 
Y = Yi FE (Ye — Ya) + 0 (Ya — Ya) (23) 
2 τεῷ, +t(2— 2) + u(z —2) (24) 
de la forme : 


z—a+tatub ψπεα +ta +ub z=0x"+ia" + ub" 
a, α', α΄"Δ,Δ α, α΄, a”, b, b', δ", étant des constantes, 
ἐ οὐ u deux paramètres indépendants. 


Remarque : 


Lorsque l’un des paramètres conserve une valeur 
constante, le point M décrit une droite du plan. 

Si par exemple on fait # == Ὁ dans l’équation (21), 
M décrit la droite : 


passant par À et B. 


30. Représentation paramétrique d’une surface. 


Une surface peut être représentée par une équation 
vectorielle de la forme : 


OM = ὁ (t,u) 


dans laquelle ὁ ot w sont deux paramètres indépen- 
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dants, à laquelle correspond la représentation paramé- 
trique : 


--- ἢ γε z—h(iu) 


Lorsque l’un des paramètros est constant, le point M 
décrit une courbe tracée sur la surface, il en est de 
même lorsque t et u sont liés par une relation. 


Remarque : en géométrie plane, et en géométrie de 
lPespace, une équation vectorielle à un paramètre 
représente une courbe; une équation vectorielle à 
deux paramètres représente une surface en géométrie 
de l’espace, en géométrie plane, elle représente, soit la 
totalité des points du plan, soit une région du plan. 


31. Représentation paramétrique d’un cylindre. 


Etant donné un trièdre de référence Οὐ y z de vec- 
teurs unitaires 7 7,1, considérons le cercle (C) défini 
par l'équation (14) et la surface Σ d’équation : 


OP=R cos + R sin " ΤΕΣ (25) 


s et ἐ étant deux paramètres indépendants. Tous les 
points de cette surface sont situés sur des normales au 
plan du cercle passant par les poinbs de co cercle. C'est 
un cylindre de révolution do base (ὦ) dont les généra- 


trices sont parallèles à k. 
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Plus généralement considérons une courbe d’équa- 
tion, 
OM - ÿ (u) 
l'équation 
OP -σ (ὦ) +ta (26) 
ἃ étant un vecteur invariable, ὁ ot u deux paramètres 
indépendants représente une surface cylindrique. 


Ετα. 30. — Représentation d’une surfacc cylindrique. 


Par projection do l'équation (25) nous obtonons la 
représentation paramétrique : 
$ ΠῚ 
Φ τα Roos— (27) y— R sin — (28) z—1t (29) 
ct par projection de l’équotion (26), α, α΄, α΄ étant les 
projections de a 
= f(u)+ot y=g(u)+at 2 — hu) + a" 
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32. Changement d’axes de coordonnées rectangulaires. 


La position d’un point M étant repérée par rapport 
à un trièdre de coordonnées Οἱ y z, il est souvent inté- 
ressant de trouver ses coordonnées par rapport à un 
nouveau système Ὁ. Zi Ya 21 

Nous traiterons d’abord un problème analogue pour 
la géométrie plane. Soient deux systèmes d’axes 
z'Ox, y'Oy et “10,5, ψιΟ νε : le point M ayant pour 
coordonnées x et y dans le premier, le problème con- 
siste à trouver une relation entre ces nombres et les 
coordonnées %,, y, de M dans le second système. En 
vue des applications, il est intéressant de calculer x et y 
en fonction de x, et y. 

Soient a et ὃ les coordonnées de O, par rapport au 
premier système, 0 l’angle des axes z'Ox et y'Oy (c'est 
angle dont il faut faire tourner l’axe x'Ox pour l’ame- 
ner sur y'Oy, de telle sorte que les sens de parcours 
soient les mêmes après cette rotation — nous disons que 
la mesure do cot anglo est positive si la rotation 86 fait 
dans le sons indiqué par la flèche, négative dans le cas 
contraire) (fig. 31). 

Utilisons la relation : 

OM = O0, + ΟΜ 
sachant que : 


OM=x à + ti 06, = ai εἰς bj οι μετα ἢ ns Yi ἢ 
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eb que : 


> 


Aer FALIUSR 
n—axi+p] ἀ τα τ- β΄] 

« et B étant les projections de Fi sur les anciens axes, 
α' οὐ β΄ celles de ΕΗ 


Ἐπα. 31. — Changement d’axes de coordonnées. 
Après substitution, nous obtenons : 


sityi=(atan té mit (b+Bm +8 m)7 
mais 
| œ—C056 B—="sin0 α' —— sin θ᾽ β' — cos 8 
les formules de changement d’axes sont donc : 

Z = 4 + % COS 0 — y, Sin0 y = ὃ + x, sin0 + y, cos0 
ces formules expriment les anciennes coordonnées en 
fonction des nouvelles ; c’est sous celte forme qu’on les 
utilise généralement, | 
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APPLICATIONS. — a) Translation des axes. — Soit un 
cercle d’équation 
2? + y — dax — 2by + c = 0 (30) 


cherchons son équation dans un système d’axes paral- 
lèles aux premiers, l’origine ayant pour coordonnées 
a et b. 


Fra. 32. — Translation des axes. 


On a 
0 —0, ‘d'où cos8 — 1, sin 0 — 0. 


2 τα a+ 1% y = ὦ +'Y 
et l’équation (26) devient après substitubion : 
BH te 0008 (51) 
La forme de cette équation montre que, dans l’ancien 


système, le centre du ceréle avait pour coordonnées a 
et b, et que le carré de son rayon est a? + ὑ" --- c. 
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b) Rotation des axes. — Soit la courbe d’équation : 
Ty = (32) 
cherchons son équation dans un système d’axes d’ori- 
gine O, l'axe Ox, faisant avec Οἱ un angle de 459. 


cos 0 — ᾿ Ἵ sin 0 — ae 
V2 V2 
d’où 
T1 Yi T1 V1 


x PA ὶ 
PEN one (33) 
D 4 
Y, 7 ᾿ Χ, 


, , 
À KA 


Y 


Fi. 33. — Rotation des axes. 


La forme de cette équation montre que la courbe est 
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une hyperbole équilatère ayant pour axes les bissec- 
trices des axes σίου et y'Oy. 

En faisant un raisonnement analogue au précédent, 
nous établirions les formules dans le êas de l’espace. 

Soient a, b, 6, les coordonnées de O,, ας B, y les 
projections de ἢ, α΄, β΄, γ΄, et α΄, β΄΄, y” celles de j, 
οἱ ἦι. 

Les formules de changement d’axes de coordonnées 
sont : 


c=at+omtaept+e"z y=b+Bn+PytB"z 
2=C+yYa+Y ψε ΥἹ Ζι 


33. Barycentre de deux points. 


On appelle barycontre de deux points M, et M, 
affectés respectivement des coefficients m, et m, (tels 
que la somme m, + m, no soit pas nulle), le point B 
défini par l'égalité : 

Mi + Mo 
O étant un point quelconque de l’espace. 
Ὁ. ΟΝ, ΟΝ 

Si Ms = Ma = 1 OB — ET 
le point B est le milieu de M,M.. 


OM,+20M 
Si m1 m2 = “ποτ δος 
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le point B se trouve aux deux tiers de MM, à partir 
de M.. 

Si 7. et m, sont des nombres quelconques, B est 
sur la droite indéfinie passant par M, et M, et tel que : 


BM, Mo 


ΒΜ, 7e 
c'est-à-dire que mBM, + mBM, 0 


NE 


1° m,=m,=1 ?°m,°1 M= 


Ετα. 34. — Barycentre de deux points. 


Dans tous les cas, la position du point B est indé- 
pendante de l’origine O choisie. Pour le démontrer, 1] 
suflit de choisir une autre origine ΟἹ et de comparer les 
vecteurs : 

M OM, + Me OM, 


OË — 
M + Mo 
eb 
Ὁ! rs mO'M, + Ma0'M 


Mi FM 


O'M, = O'Ô + OM, ΟΜ, = ΟἿ + OM, 


-- —_ 
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En remplaçant ΟΝ, et ΟΜ, par ces valeurs dans 
l'expression de O’B’ on obtient : 
OB'—O0+OB ou ΟΒ' —O'B 


les points B et Β' sont donc confondus. 


84. Barycentre de trois points. 


On appelle barycentre de trois points M,, M,, M; 
affectés respectivement des coeflicients m,, Me, Ms 
(tels que la somme m, + m, + m, ne soit pas nulle), 
le point B défini par l'égalité : 


δ. — OM + προ, + προ, 
M + M + Ms 


ic. 35. — Barycentre de trois points. 


Si m, τς m, — m3 = 1, le point B est le point de 
concours des médianes du triangle M, M, M.. Si les 
eoefficients sont quelconques, la position do B, imdé- 
pendante de l’origine choisie est telle que : 


M BM, + Ma ΒΝ, + Ma BM, = ἢ 
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On définit le baryeentre de » points par la relation 


ΟΒ -- m, OM, + me OM, Ἤ us —- Mn OM, 
M + Mo τ... + Mn 


dans laquelle la somme m, + m, + .… + mn n’est pas 
nulle. 

On démontre que la position de B ne dépend pas de 
l’origine choisie ; en particulier si Ὁ coïncide avec B, 
OB = 0, on a donc la relation : 


m,BM, + mBM, + ον. + mnBMh = 0. 
liemarque : l'expression de ΟΝ n’a de sens que 81 la 


somme M + Mo + .… + Mn est différente de 0. 
Si cette somme est nulle, le barycentre n’existe pas. 


TROISIÈME LEÇON 


PRODUIT SCALAIRE 


39. 


Nous avons, à plusieurs reprises, souligné l’analogie 
qui existe entre le calcul des sommes arithmétiques et 
le calcul des sommes vectoriclles ; cette analogie 
n'existe plus dans l’étude de la multiplication. I] suflit 
de raisonner un peu pour s’en convaincre : tandis qu’il 
est naturel de représenter par un vectour la somme de 
plusieurs vecteurs, ou le produit d’un vecteur par un 
nombre, l'intuition ne peut pas nous roensoigner sur la 
nature du produit de deux vocteurs. 

On distingue deux opérations qui présentent des res- 
semblances assez lointaines avec la multiplication 
arithmétique : 


— la multiplication scalaire, dont le résultat est un 
nombre algébrique, ou produit scalaire ; 

— la multiplication vectorielle, dont le résultat est 
un vecteur, ou produit vectoriel. 


BRÉTON. — Calcul vectoriel D 
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36. Définition du produit scalaire. 


On appelle produit scalaire de deux vecteurs 


. au. ἐν 7 0 - 
hbres uw et ἡ le nombre algébrique : 
+ —} 
a=|ul.lvlcos a 


x étant la mesure de l’angle AOB formé par deux vec- 
- ,. ΕΣ 1 : —+ —+ 

teurs OA ct OB, respectivement égaux à u et ἡ (angle 

des vecteurs w et »). On le représente par la notation 


—> —} 
Œ = U .Φ ( 


Fra. 36. — Produit scalaire de deux vecteurs. 


87. Propriétés du produit scalaire. 


a) On voit immédiatement que 
“ας ἣν ἫΝ» --μ + 
[π|. [6 οο8 «-- [ν΄ } {ὦ . 608 α 
d’où 


-- —} 5. 
U. VV ΞΞ ΣΝ 
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Le produit scalaire est indépendant de l’ordre des 
vecteurs. 


b) La valeur du produit scalaire  . Ὁ peut être ex- 
primée de plusieurs manières. 

Rappelons tout d’abord quela projection d’un vecteur 
ἢ sur un axe ἃ pour mesure algébrique 


u — ||. cos AOI 


OA étant un vecteur égal à u, Of étant égal au vecteur 
unitaire de Paxe. 


pan er 
Fi. 37. — Différentes expressions du produit scalaire. 


; —+ —+ 
Soient deux vecteurs w et v et un axe x'x parallèle 


+ 
au vecteur v et de même sens. Par un point O, menons 


les vecteurs 


OA d TOR τ ΓΞ σ᾿ 


rs ë 4 
étant le vecteur umitaire de l’axe. 
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1 ΞΞ [σ᾿] ' lu COS α 
« étant la mesure de l’angle AOB, ou, ce qui revient 
au même, de l’angle AO. Remplaçons F1 . COS α par 
sa valeur u, il vient 


0 « “-Ἔ 
u étant la projection de u sur zx. 


Dans les conditions fixées, le produit scalaire est 

égal au produit du module de ν᾽ par la projection de τι. 
On ἃ également : 

a.i=li 

donc, la projection d’un vecteur sur un axe est égale 

au produit scalaire de ce vecteur et du vecteur unitaire 


de l’axe. 


ss à 
6) Soient trois vecteurs πὸ, ἡ, w, un axe æ'x parallèle 
-οῦ 3 : —+ —+ 
à τι οἱ de même sens ; ἡ et w les projections de ἡ el æ 


sur cet axe 
—> —}> + —+ —+ 
Le] 0 u.w—|u|.w. 
On obtient, en additionnant 
D D τ —  — 
u.p +u.w—=|ul|.(s - w) 
+7 —+ 
(9 + w) est la projection de la somme » + w (théo- 
rème des projections) et par conséquent 


-»-’" —}> —-> HN Ἐπ πὶ 
u.p+u.w —=u.(s + w). 
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On en déduit, commo en arithmétique 
—> —} >  —+ — —+ — + -.-»-.--» 
[7 . (b, +. b, —|- Da) = &. b, + &. ὑς + &. b, 
οἱ 


- -- > > > ΡΟ» ee 
(a; + de). (bi -Γ be) = ab, + αὐ. 1 ab Fa. ὃ, 


x’ € x 


F1G. 38. — l’ropriétés du produit scalaire. 


Le produit scalaire est distributif par rapport à 
l'addition géométrique. 

La multiplication scalaire ayant des propriétés ana- 
logues à la multiplication arithmétique, 11 sera possible 
de faire dos transformations analogues à celles de l’al- 
gèbre, en ulilisant les mêmes règles (mise on facteur 
commun, règle des signes). 


38. Cas particuliers. 


: -- -- 
a) Si l’un des facteurs | w|,] # |, cos α, est nul, le 
produit scalaire est nul. En particulier, le produit sca- 
laire de deux vecteurs dont aucun n’est nul ne peut 
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être égal à zéro que si cos α — 0, c'est-à-dire si les 
vecteurs sont perpendiculaires. 

Réciproquement, si deux vecteurs sont perpondicu- 
laires, leur produit scalaire est égal à zéro. 


b) Si les deux vecteurs sont égaux, leur produit sca- 
laire s’écrit αὶ ὦ τα u?. On appelle cette quantité carré 
scalaire du vecteur 2. 

D'après la relation 


+ -- —+ —+ 
4. τ [ FCO 
On ἃ: 
ΕΣ x : 
u?— | u |?, puisque cos α — 1. 


Le carré scalaire d’un vecteur est égal au carré de son 
module ; il cst égal aussi au carré de sa projection Sur un 
axe qui lui est parallèle ; c’est pourquoi on écrit indiffé- 
remment 


AB°, (AB) ou AB 


39. Caleul du produit scalaire en fonction des projec- 
tions des vecteurs. 


Soit un système d’axes de coordonnées rectangu- 
-  ——} 
laires Oxyz et deux vocteurs x et ἡ ayant respective- 
ment pour projections X, Y, Z οὐ Χ', Y’, 2”. 


D=XTEVIALZÉ pP=X ENT EZE 
πα ΠΥ ZE) OU NL ZE) 


PRODUIT SCALAIRE a 
En développant, et en remarquant que 
+ —} 


ἴ.7-- 71 -- .ἴ--0 οἱ ----- 


on obtient 


Re ENST EL 


Fra. 39. — Calcul du produit scalaire. 


Dans le cas où deux vecteurs coplanaires sont rap- 
portés à deux axes de coordonnées rectangulaires. 


Re En, 
Application : 


»Œ Ὑ’ = — 410 F2 


Le produit scalaire est égal à --- 50. 
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40. Angle de deux droites du plan. 
Soient deux droites d'équations : 


ax + by +c—=0 ax + by + c —0 


Elles sont respectivement parallèles aux droites 
ax + by = 0 a'x + b'y = 0 


il suffit de déterminer l’angle de ces dernières. 


τα. 40. — Angle de deux droites du plan. 


Soient M et M” los points d’abscisse 1 pris sur ces 
droites. 


᾿ a 
M a pour coordonnées 1 et AT 
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α' 
Μ' ἃ pour coordonnées 1 ot Er ἐρὶν 


OM a pour composantes à et — " 4e 


͵ 
» σῦς a —> 
ΟΜ’ ἃ pour composantes αὶ οὐ -- -- FL 


“-- «᾽ 


! 


ΟΜ. OM'—1 + τ — [OM] [0Μ|. cos MOM' 
— > a? —} ἢ γ' a’? 
[OM = L+ τῷ |[OM'|— 1 τα 
D'où 
aa’ 
| τ γῆν 
COS MOM' == TP DE 
a a 
γῴ Ἐπ) (Ἐπὶ 
ou 
AXTAX] aa - bb! 
cos MOM' 


ΠΝ (a + 23) (a? + b'2) 

Si les deux droites sont porpondiculaires, le numé- 
ratour est nul 
aa! + bb! = 0, 


41. Angle de deux droites de l’espace. 


Les droites (D) et (Ὁ5 sont données par les équations 
vectorielles suivantes (t est un paramètre). 
Droite (D) OM—u+19 

Droite (Ὁ ΟΜ’ — + tv! 
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La droite (D) est parallèle à la droite d’équation 
ΟΡ -- ἔν, passant par O. Soient m, n, p, les projec- 
tions du vecteur #, on appelle ces nombres les para- 
mètres directeurs de la droite (D). Soient maintenant 
un vecteur OR de module égal à 1, ayant même diree- 
tion et même sens que ν᾽ et α, B, y, ses projections. 


F1@. 41. — Angle de deux droites de l’espace, 


Nous avons les relations 


mi TMBAEIE 
«x, B, y constituent également un système de para- 
môtres directeurs de (D) puisque OR ost parallèle à 


(D), mais 


mine PNR) EE mg 
7 


LORIE = 1 — à? + p2 + γ2 
OR.i=a OR. j=8 OR.k=7y 
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α, 8, y sont donc les cosinus des angles formés par le 
vecteur OR et les axes de coordonnées (propriétés du 
produit scalaire). 

On appelle les nombres «, 8, y, liés par la relation 
α + B2 + γ3 — {165 cosinus directeurs de (D). 

De même les projections du vecteur OR, de mo- 
dule 1, parallèle à σ᾽ et de même sens sont les cosinus 
directeurs α΄, β΄, y’ de (D”). 

Nous avons 


OR.OR' -- cos ROR’ — «a! + BB" + Ὁ: 


L’anglo ΚΟ’ est égal à l’un des angles formé par les 
deux droites; en particulier l’angle aigu de ces droites 
a pour Cosinus 


cos α — | αα' + BB + yy'| 
(le signe | | appliqué à un nombre algébrique signi- 
fie : valeur absolue de..….). 
Application : 
a) Déterminer les cosinus directeurs de la droite 
TS! y = 10 + 24 pus ST ATOS 
3, À, — ν΄ 3 sont des paramètres directeurs. 


Les cosinus direcLeurs sont des nombres «, B, y véri- 


fiant les relations 


L 18 y ναξἘβρ2.μγ 


œ 
SARL 2 EG ONE NN PRG ES 
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mais V a + 65 + γὅ — 1, on ἃ par conséquent 


3 1 NS 
CRT AT 


Οἱ == — = "-: 
QU. 


b) Déterminer l’angle de la droite 
DRE Ne = ANNE CON 
avec la droite précédente. 


La nouvelle droite ἃ pour cosinus directeurs 


x" 1 β' 1 ᾿ 1 
= ΞΞΞ ——— 7 = — 

ν 3 V3 V 3 

\/9 
DS de Re Ne À vs re — 0,471 
A ΒΡ A 
d'où 
α — 6197’ 


42. Droites orthogonales. 


Pour que deux droites de paramètres directeurs m, 
n,petm',n', p' soient orthogonales, il faut et il suflit 
qu’on ait 

mm + nn + pp — 0 

Application : 

Déterminer le nombre algébrique x pour que les 
droites 

ΞΘ 2 FA y—=1+2X z — 1 — 21 


et 


soiené orthowonales, 
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On doit avoir 
ÀA+2iX2—2 X 3—=0 
D'où 


6 
À1= —, 
D 


43. Equation cartésienne de la sphère. 


Le calcul vectoriel permet quelquefois de trouver 
rapidement l’équation cartésienne d’une surface. 

Une sphère de centre S (a, b,c) et de rayon ἢ est le 
lieu des points M tels que 


|ISM|—R ou SM—R? 
SM a pour projections ὦ — ὦ, y— ἢ, 2--- Ο. 


Ζ 


Fra. 42. --- Equation cartésienne de la sphère. 


Le premier membre de l’équation est un carré sca- 
laire, on peut donc écrire 


(x — a} + (y — db} + (2— cc) = 5 
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44. Equation cartésienne du plan. 


Un plan (P) est défini par la donnée de la perpendi- 
culaire OH abaissée de O sur (P); la position d’un 
point M quelconque du plan est définie par la relation 


OH. ἫΝ — 0 (1) 
Les coordonnées u, ἡ, τῷ de H sont les paramètres 


directeurs de la droite ΟἿ οὔ, par conséquent, d’une 
normale quelconque au plan (P). 


Fra. 43, — Equation cartésienne du plan. 


L’équation (1) peut s’écrire 


u(z— ἃ) + 9 (y — 0) - w (2 --- w) — 0 
ou 
ut + ΟἹ -ἰ- wz — (ωϑ + οὗ + w) = 0 
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Cette équation est de la forme : 
ax - by + cz + d = 0 


qui représente, quelles que soient les valeurs des coefli- 
cients, un plan dont los normales ont pour paramètres 
directeurs ἃ, b, c. 
Deux équations de cette forme 

| dx +- by + ez + d —0 

lat by 4 es + d = 0 
représentont en général deux plans distincts ayant une 
droite commune. 1.05 coordonnées des points de la 
droite sont les valours do x, y, 2 qui vérifient simulta- 
nément ces deux équations. l’ensemble de ces deux 
équations représonte une droite en géométrie analy- 
tique à trois dimensions. 

En général, dans l’espace, une surfaco est ropré- 
sontée par uno équation, tandis qu’une courbe, qui 
peut être considérée comme l’intorsoction de deux sur- 
facos, ost représentée par un système de deux équa- 
tions. 


45. Relations entre les côtés d’un triangle. 


Le calcul vectoriel permet d'établir très simplement 
des relations entre les éléments d’un trianglo : 
a)On a 
. BÛ = AG — AB 
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ou, en calculant les carrés scalaires des deux membres : 


BC? — AC? + AB? —2AC.AB 
ce qui équivaut à la relation : 
BC? — AC? + AB? — 2AC.AB.cos À 
Dans le cas particulier où À est droit : 
ΑΔ. ΑΒ —0 done BC? — AC + AB 


Δ 


B M C 


F1ic. 44. —— Relation entre les côtés d’un triangle. 


b) On a également, M étant le milieu de BC. 
AB—AM:MB d'où AB?—AM+MB2+2AM.MB 
AC — AM+ MC d'où AC?—AM2+MC?+2AM.MC 
ὰ Mia TER 
MB — — MC — ee 

On obtient, par addition 

AB? + AC? — 2AM? + . 
et par soustraction 
AB? — AC? — 2AM.CÈ 
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Ces deux relations permettent de déterminer des 
lieux géométriques importants. 


46. Application aux problèmes de lieux géométriques. 


a) Lieu des points À tels que la somme des carrés des 
distances de À à deux poinis fixes B et C soit égale à une 
constante positive k. 

Si M est le milieu de BC, nous avons 


= 
ke 


4 


AB? + AC — % — 2 AM? + 
A 


oi 
4 


Fra. 45. — Lieu des points dont la somme des carrés 
des distances à deux points fixes est constante, 


D'où 


CB étant constant, le module de AM est constant 
ot le point M est sur la sphère de centre M ot de rayon 
ν.. τὰς 
2 A Νὴ 


BRETON. — Calcul vectoriol 6 
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Soit maintenant À’ un point quelconque de cette 
sphère ; dans le triangle A'BC, nous avons 
“ἃ 1,107 CL? 
mere 2( À), 
RÉ ALT AE 
Tout point de cette ie: est donc tel que la 
somme des carrés de ses distances à B et C soit égale 


ou À'B2+A'/C2—k%,. 


à k. 
Le lieu cherché est donc la sphère de centre M ot de 


V k CB? 
2 ΡΝ 
b) Lieu des points À tels que la différence des carrés 
des distances de À à deux points fixes B et C soit égale 
à une constante h. 


Si M est le milieu de BC, nous avons 


AE AC? — } — 2 AM. CÈ 


rayon 


Sur la droite indéfinie passant par G οὐ B, choisis- 
sons Comme sens de parcours le sens du vecteur οὐ τ 
soit x'x l'axe ainsi défini, El la projection de À sur z'x. 

Nous avons 

AM. CB = CB x projecbion de AM sur x'x. 
mais CB -- CB (CB ἃ même sens quo l'axe) 
οὐ la projection de AM sur l'axe est TM. 
Nous avons donc 
2 AM . CB — 2 TM . CB = h 


PRODUIT SCALAIRE 83 


Cette relation peut être appliquée également si on 
choisit comme sens de parcours le sens de C vers B ; le 


lecteur le vérifiera aisément. 
CB étant une constante, il en résute que HM est 
une constanto, donc que le point IH est fixe 
Las ἢ 


Ἐτα. 40. — Lieu des points dont la différence 
des distances à deux points fixes est constante. 
Le point Α se trouve donc sur le plan perpendiculaire 
élevé en Ἡ à la droite CB. 
Soit maintenant A’ un point quelconque de ce plan ; 
sa projection sur CB ost EH ; done 


ET PH ANLE CRE « h 
NM .CB— HM.CB =. 


ἢ en résulte que AB? - A'C2 — h 
Le lieu cherché est donc le plan perpendiculaire à 
CB passant par Le point H défini par la relation 
k 
ΔΒ. 


ΗΜ — 
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S1 À est positif, le point I est centre M et C ; si À est 
négatif, il est entre B et M. 


47. Plan radical de deux sphères. 


C’est le lieu géométrique des points ayant même 
puissance par rapport aux deux sphères. Soit S un 
point ayant même puissance par rapport aux deux 
sphères. 

SO? — R?2 — $S0'2 — R’2 
ou 
SO? — 502 — Β5.-- R'* 


] ϑιϑδιόγες nen secantes 


2? Sph eres sccantes 


F1a. 47. — Plan radical de deux sphères. 


I étant le milieu de OO’, le lieu de S est le plan perpen- 
diculaire à OO’ mené par le point H de O0” défini par 
la relation 

πο ΞΟ ΟἿΣ 
Le point I, piod du plan radical est donc situé entre I 
el le centre do la sphèro qui a le plus petit rayon. 
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48. Généralisation des relations précédentes. 


a) Soient trois points AÀ,, À), À:, affectés des coeffi- 
cients M, Mo, Ma, dont la somme n'est pas nulle 
G leur barycentre, B un point quelconque. 


BA;=BG+ GÀ, BA,—BG+GAÀ; BA, BG + GÀ, 


ΒΑ" — BC? + CÆ + 2BG.GÀ, 
BA — BG + GA + 2P6.GÀ, 
BA: — BG? + GA + 250. GÀ, 
On a, en additionnant los trois dernières égalités, mul- 
tipliées respectivement par m;, Mo, Ma. 
m BA; + m, BA .- m, BA: — 
= (m mo + me) BG + m3 GA? + mo GA + m3 GA} 
+ 2 BG.(m GA, + πὶ, GÀ, Ε ms GA) 
G est le barycentre, donc 
mA + mGÀ, Ἐ mGEÀ = 0 
Mis Moy Mas Au Ao, À étant donnés, m GA: + m, GA 
+ ms; GA est une constante, soit R cotte constante. 
On a par conséquent 
MBA + mBA + mDA — (m, + m1 m,) BG ἢ 
Cherchons maintenant le lieu des points B tels que 
la somme mBA' + mBA° + mBAi soit égale à 
une constante ἢ. 


k=(m tm +nm)BG+R 
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k—R 
M + Mo + Ma 
Le module de BG est constant, donc B est sur la 
sphère de centre G et de rayon 


ν k—R 
Ma + Me + Ms 


BG? — 


IG. 48. — Lieu des points B 
tels que m, BA? - πὶ, BA° + m BAS = k. 


Réciproquement, on démontre que pour tout point 
do cette sphère, la somme considérée est égale à X. 
Done le lieu cherché est la sphère de centre G ot de 


rayon 
V k—R. 
Ma Me + Ms 
Cotto sphère n’existo que si 4 -- - R est une quantité 
positivo, 


PRODUIT SCALAIRE 87 
On généralise pour πὶ points en établissant la rela- 
tion : 
—} + 
ma BAZ + …… + m, BAË = 
2} --α “ρῶν 
= (m +. + mx) BG? Ἐπ} GAË + ... - m, GA. 
Le lieu des points B tels que : 
—+ = 
M BA; +. +2 ΕΒ Mn BA; — k! 
ost la sphèro de centre G ct de rayon 
V RON 
M + .… | M 
(R' est une constante égale à 
— —+ 
m, GAZ + … + mn GA?) 
b) Dans le cas où lo barycentre dos points n’existo 
pas (la sommo m, + … + m, est nulle), il n’est pas 


possible d'établir une relation analogue à la précé- 
dento, mais on peut trouver [6 liou des points B tels que 


mi BA2 + .. Ἔ M BA? = C2 


Soit O un point fixe de l’espace 


ΠΑ ΞΟ BOMILN BA ROUE OA: 
BA? = ΒΌ5 + OA + 2B0. Ολι .....Ψ 
“ΜᾺ ἜΑΛΣ..- 80: .-ΘᾺξ + 2B0 . OÀ, 


On obtiont en additionnant les dernières égalités, 
multipliées respectivement par M, Ms, .… Mn. 
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m, BA? Ἢ... + mn BAË Tr 
= (M +... + mn) BO? + (ma OA? Ἦτο ΞΡ ἢ OA) 
+ 2BÔ. (mu OÀ, + … + m, OÀ,) 


M OAŸ ΕἼ... + mn OA$ est une constante, soit S cette 
sonstante 


—} τις 

mx OA + .… + ma OÀ, est un vecteur constant, soit 
+ 

u ce vecteur. 


F1G. 49. — Lieu des points 
tels que m, BA? + m, BA! -+- m, BA = k 
(πι, - Me - M = 0). 


On a du 
ΚΞ 5 ΒΟ ΝΣ 
d'où 
προ ME ea na 


Un raisonnement semblable à celui du numéro 46, b 
montre que le lieu de B est un plan perpendiculaire au 
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vecteur ἢ, en effet la projection de ΒΟ sur un axe 
parallèle ἃ u est constante. 
Dans le cas de deux points, 


M + Ma = 0 81 M ——M, 
le lieu considéré est alors le lieu des points dont la diffé- 


rence des carrés des distances à deux points fixes 
est constante. 


Remarque : il est possible d'étudier les problèmes 
précédents dans le cas de la géométrie plane ; le lieu 
obtenu est alors, soit un cercle, soit une droite. 


49. Applications à la mécanique. 


L’étude physique des forces montre qu'une force 
n’est déterminée que si on connaît ses caractéristiques, 
c’est-à-dire : 

sa ligne d’action, 

son sens, 

son point d'application, 
son intensité. 


A (port d. application ͵ 


Fia. 50. — Caractéristiques d’une force, 
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L’analogio avec les caractéristiquos d’un vecteur 
nous fait deviner que le calcul vectoriel rendra de 
grands Servicos en mécanique. 

Uno force peut être représentée par un vecteur 
ayant mêmo direction et même sens que la force, dont 
l’origine est le point d'application οὐ dont lo module est 
l'intensité de la force. 


Travail d'une force : Une force travaille lorsque son 
point d'application se déplace ; soit une force f dont lo 
point d'application se déplace sur une droite (D) : 1] 
occupe au temps # la position M, οὐ au temps ἢ la 
position Μ,. 


“7 A 
a , A ad L 
‘ vit \ 
΄ H \ 
Vie Π] δὲ 
' Ν 
Mo M, Mo M, 
a. Travail moteur ὑ. Travail nul. c. Travail résistant 
1τὸ. 91. ---- Caractéristiques d’une force. 


. + 
On appelle travail de la force / entre le temps t, et 
le temps ἢ, le produit scalaire 
—> ———+ 
W —= ἣν M,-M, 
Cette définition est en accord avec l'expression habi- 
tuelle 
We ANNE e ὁ05 α 
Les propriétés du produit scalaire mmetbent en évi- 
dence les trois cas suivants : 
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0 < & < 1 droit West positif (travail moteur) 
α — 4 droit W — 0 (travail nul) 
1 droit < α < 2 droits W est négatif (travail résistant) 


50. Application à la physique. 


Le champ magnétique en un point est la force qui 
sollicite l’unité de masse magnétique placée en ce 
point. Comme il s’agit d’une force, il est insuffisant de 
la représenter par un scalaire égal à la mesure de cetto 
force, tandis que la représentation voctorielle fournira 
immédiatement toutes ses caractéristiques. 

Le vecteur champ magnétique À est parallèle à la 
tangente aux lignes de force au point considéré, il a 
même sens que los lignes de force, ct son module cst 
égal à l'intensité du champ (mesure de la force qui 
sollicite l'unité de masse magnétique). 

Dans lo cas particulier d’un champ uniforme (lignes 
de force parallèles, vecteur À égal en tous les points), 
considérons une surface S sur laquelle nous distin- 
guorons une face négative ob uno face positive. Par un 
point de cette surface, menons une domni-droite dans le 
sens dos lignes de force, parallèle à ces lignes ot une 
demi-normale située du côté de la face positive ; soit 0 
l'angle de ces demi-droites. 

On appelle flux de force magnétique à travers la 
surface S le produit 


Db—=hkXS X cos 
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h étant l'intensité du champ. 
s l’aire de la surface S. 

Soit s un vecteur parallèle à la demi-normale, [6 sens 
de ce vecteur étant le sens de parcours à choisir pour 
aller de la face négative à [ἃ face positive, et son mo- 
dule étant égal à 5. 


Fic, 52. — Flux de force magnétique. 


Vous démontrerez que à pour valeur le produit 
scalaire 
D ETUIS 
S10 << 6 < 1 droit  — les lignes de force entront 
par la face négative; ‘ est 
positif. 
510 — 1 droit — les lignes de force sont paral- 
lèles à la surface ; est nul. 
Si droit << 0 < 2 droits —— les lignes de force entrent 
par la face positive ; db est 


négatif. 


QUATRIÈME LEÇON 
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51. Disposition d’un trièdre. 


Trois axes concourants æz'Ox, y'Oy, z'Oz orientés 
comme l'indique la figure 53 forment plusieurs triè- 
dres ; considérons en particulier le trièdra Οὐ y 2. Une 
rotation autour de z'Oz amèno le demi-plan P, bHmité 
par z'Oz et contenant ΟΣ sur le demi-plan P, limité 
par z'Oz et contenant Oy. Ce déplacement peut se 
faire dans deux sens différents autour de z'Oz; dans 
un Cas l’angle de rotation est inférieur à 2 droits, dans 
l’autre cas, il est supérieur à deux droits. Dans la suite 
de cette leçon, lorsque nous considérerons la rotation 
qui amène P, sur P,, il s’agira toujours de la première 
(angle de rotation inférieur à deux droits). 

Soit un observateur couché sur z'Oz do telle sorte 
qu'un mobile se déplaçant dans le sens de parcours 
choisi sur l’axe, rencontre d’abord ses pieds, puis sa 
tête, et regardant les demi-droites Ox et Oy. Lorsque 
dans la rotation qui amène P, sur P, l’observateur 
voit tourner Ox de sa droite vers sa gauche, la dispo- 
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sition du trièdre Οὐ y 2 est positive. Dans le cas con- 


traire, elle est négative. 


Z 


Fra. 53. — Disposition d’un trièdre. 


La règle suivante permet de déterminer l’orientation 
d’un trièdre : faisons tourner un tire-bouchon d’axe 
parallèle à z'Oz dans le sens de la rotation qui amène 
P, sur P, ; s’il progresse dans le sens de l’axe, la dispo- 
sition du trièdre est positive, s’il progresse en sens 
contraire. elle est négative. 

Dans la plupart des problèmes traités par la suite, 1l 
faudra choisir un trièdre fondamental : nous lui donne- 
rons une disposition positive. À ce sujet, il est bon de 
rappeler la remarque faite au sujet de lorientation 
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d’un axe : les propriétés des figures, les formules 
mathématiques restent vraies quelle que 5010 la dispo- 
sition du trièdre fondamental. 

La figure 54 permet de comparer les deux disposi- 
tions possibles du trièdre trirectangle formés par un 
système d’axes rectangulaires. 


19 Drspesition positive 22 Ursposition γα τς 
. . + . " + 
Les portions de droites cachées sont en pornti / 


… 


Τα. 54. — Dispositions du trièdre de référence. 


Pour tous les problèmes de géométrie analytique 
traités dans ce livre, le trièdre de référence choisi ἃ uno 
disposition positive ; c’est cette convention qui est 
généralement adoptée. 

Soit maintenant un trièdre O x y 3 formé par trois 
axes concourants Οὗ rois vecleurs, U: 9, w, respeclive- 
ment parallèles à chacun des axes, el de mêmes sens. 
Si la disposition du trièdre est positive, celle des vec- 
teurs uv, w, pris dans cet ordre, esb positive. 
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liemarques importantes : 


a) Trois vecteurs Ἢ σ᾿ w, ayant une disposition don- 
née, toute permutation de deux vecteurs change le 
signe de cette disposition. 

Exemple : si la disposition de U, 0, w est positive, 
celle de τ, Ὁ, u est négative. 

b) Trois vecteurs u, ν, w ayant une disposition don- 
née, les _systèmes de vecteurs nv @ τὴ Ξ ιν 
μ, Ÿ, ρ, w, ont tous une disposition de signe contraire. 

c) La Res du trièdre O x y 2 est la même que 
celle des trièdres O y zx, Ozzxy. La disposition des 
vecteurs u, Ὁ, w est la même que celle des vecteurs 


—> —}—}> --»-»--» 
σι Ψ, ἃ οὐ ὧν, τὰ, pb. 


52. Définition du produit vectoriel. 


Un trièdre fondamental étant donné, soient deux 
vecteurs 4 et 9, ἃ leur angle. On appelle produit vec- 
toriel de w par + -un vecteur libre w ; ayant les caracté- 


ristiques suivantes : 
α) 1 Ψ] -- [|- [Ὁ 5ἰπ α, 
b) æ est perpendiculaire aux deux vecteurs & οὗ v: 
c) les trois vecteurs μ, 6, Ψ, ont même disposition 
que le trièdre fondamental. 


La disposition du trièdre fondamental étant on 
45: τὰ -»--ν--ν 
général choisie posilive, les vecteurs u, », w auront 
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une disposition positive. Lorsque nous calculerons les 
projections du produit vectoriel sur un système d’axes 
de coordonnées, nous choisirons un trièdre de référence 
ayant même disposition que le trièdre fondamental. 
À cette condition les formules trouvées seront appli- 
cables quel que soit le trièdre fondamental choisi. 


Τα. 55. — Produit vectoricl de deux vecteurs. 


Par un point O, menons Les vecteurs 
OA=u, OB=r,  OÙ—w. 
La longueur OC, moduie do w, a même mesure que 
OA.OB.sin « 
donc elle a même mesure que l'aire du parallélogramme 
OAO'B. Le produit vectoriel de u par ν᾿ se représente 


par la notation 


+ — } —} 
w=u | 9 


(le signe / est la lettre grecque «lambda » majuscule). 


BRETON. --- Calcul vecivriel 7 
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58. Cas particuliers. 


—— + 
a) l’un des vecteurs ὦ et e est nul 


—+ _ 


u A. 
b) l’angle « est nul ou égal à deux droits 
sina—0 donc ΠΟΎΣ: 0 
Ee produit vectoriel de deux vecteurs colinéaires est 
nul, c’est-à-dire 
ΧΑ A EN 
c) L’angle « est droil 


ὲ + _ —+ 
sin α — À donc ΓΞ ἢ} 


54. Propriétés du produit vectoriel 
a) D’après la relation 
Ιν ΘΒ à | lol sin αὶ 


᾿ -----;) - 
si aucun des vecteurs x et ἡ n’ost nul et si w est nul, 
sin α doit être nul. 


Done, si le produit vectoriel de ι et # est nul (aucun 
do ces vecteurs n'étant nul), ils sont colinéaires. 

D’ailleurs si l’un des deux vecteurs, o par exemple, 
est nul, on peut écrire 


=> 


o—ku, kétant ici égal à 0. 
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On peut done encore, dans ce cas, dire qu'ils sont 
colinéaires. 

Lorsque deux vecteurs sont colinéaires, le mot étant 
pris dans ce sens élargi, nous avons vu que leur produit 
vectoriel est nul. 

On peut donc dire, en résumé, 

Pour que le produit vectoriel de deux vecteurs soit nul, 
il faut et ul suffit que ces vecteurs soient colinéaires. 


b) Pour simplifier le langage dans tout ce qui suit, 
nous supposerons que la disposition du trièdre fonda- 
mental est positive ; dans ces conditions la disposition 
des vecteurs 1,0, w doit être positive. 

ΓΗ Λ pet? \ Ἕ ont mêmo direction et même module: 
la disposition de v, u, west πόραϊινο, et par conséquent 
celle de ρ, (, — Es est positive. τωρ ἃ même direction 
θ᾽ même module que w, il en résulte que 


> 
0 À prises 
d’où 
> + > - > 
p A u=—{u/v) 
C’est une. différence essontielle avec le produit sca- 
laire : La valeur du produit vectoriel dépend de l’ordre des 


vecteurs. 


c) Montrons maintonant que la multiplication vecto- 
rielle est distributive par rapport à l'addition géomé- 


rique, c’est-à-dire que : 
+ —+ —+ 


LR TETE 


| 
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Par un point Ὁ, menons 105 vecteurs 


OÙÛ=u OÂZa Ob—b OËÛ—a+b 
et projetons À, B, C sur le plan (P) perpendiculaire à 4 
passant par O. Le parallélogramme OACB a pour pro- 
jection le paralélogramme OA'C'B, 


Fra. 56. 


Considérons les vecteurs 


OL —#/ « OM — UND ON rt (a + b) 
ils sont dans le plan (P) ct rospectivement perpendicu- 
laires à OA’, OB”, OC; Iles trièdres OUAL, OUBM, 
OUCN ont une disposition positive. OA! et OÀ sont 
situées dans un même demi-plan limite par OÙ, donc 
pour un observateur situé sur OL, il faut faire tourner 
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OÙ dans le même sens pour l’amener soit sur OA, 
soit sur OA, par conséquent la disposition du trièdre 
OUA'L est positive. Les trièdres OUB'M, OUC'N pos- 
sèdent la même propriété. 

D’après les remarques faites au n° 50, la disposition 
des trièdres OA’LU, OB’MU, OC'NU est positive. 
Pour un observateur situé sur OÙ, les rotations qui 
amènent OA’ sur OL, OB’ sur OM, OC’ sur ON sont 
des rotations d’un droit effectuées dans le même sens. 
On obtient donc les demi-droites OL, OM, ON par 
rotation des demi-droites OA, OB", OC’ de 90° dans le 
même sens. 


D'autre part 


JOL] τι [OAI [OÙ] . sin AOÛ 


ou 

(01, — ΟΑΙ. [Οὐ]. cos AOA’, 
mais 

[OÀ'| — [OÂ] . cos AOA' 
donc 


[011 = JO] . [OÙ 
De même 

JOM) — 10B"]. [OÙ ΟΝ] --Ἰο 1 JOÙI 
οὐ par conséquent 


102 POUR COMPRENDRE LE CALCUL VECTORIEL 


Le quadrilatère OLNM est semblable au quadrila- 

tère OA'C'B" ; c’est donc un parallélogramme et 
ΟΝ — OÙ + OM 
ou 
ΓΞ Δ 

Cette formule peut se généraliser ainsi : 
G+DatGtd=aAc+an ἀπ Λλ ἐν δᾺ α΄ 

En résumé, les règles du calcul algébrique peuvent 
être étendues à des produits vectoriels de sommes ou 
de différences géométriques à condition de respecter 
l’ordre des deux vecteurs dont on cherche le produit. 
Si, pour la commodité du calcul, on intervertit ces 


vecteurs, 1l faut changer le signe du produit vectoriel. 
Enfin, il faut retenir que 


uhku=0 


++ > -» 
55. Relation entre U. v et ἃ A v. 

[ὦ 9} -- [αἾ.. [οἾ 605 αἹ (1) 
(Dans le, premier membre, le signe | |, appliqué à un 
nombre algébrique, signifio « valeur absolue de », 


dans le deuxième membre, appliqué à un vecteur il 
signifie « module de ») 


luAël—lul.[v|sine (2) 


- 
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Les égalités (1) ot (2) sont des égalités scalaires. 
On obtient, en élevant au carré et en additionnant 
(ue)? À (u Λ v — Σ Σς (cos? α -|- sin? α) 
où 
(ὰ of + ὦ Av = à. οὗ (3) 
56. Composantes du produit vectoriel. 
Soient deux vecteurs 
τ ἘΞ ΠΥ 1 ZE 
77 
ἐγ με. COS EEE As ON D CR Em AS 


F1G. 57. — Composantes du produit vectoriel. 


Développons on tenant compte des relations 


HI ἘΠΞ τ ΠΝ ΤᾺ Lee κ᾽ A ΤΣ 


ANR NE δ ων εἰ. NA Er 
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ΡΥ ΑΓ Era Ὁ 
DAUM=(YZ'—ZV)E L(ZX'—XZ) 
+(XY'—YX) KE 


᾿ . . » tir -Ἐ 
Les projections du produit vectoriol 4 /\ π' sur les axes 
z'Ox, y'Oy, z'Oz sont 


YZ'— ZY' ZX! — X7 XY'— YX' 


Le moduie ju ΑΛ πὶ | est donc 


SOA NET OT TETE oi 


Note : Les formules trouvées sont vraies, à condition 
de choisir un trièdre de coordonnées de même disposi- 
tion que le trièdro fondamental, querie que soit cette 
disposition. 


Application : Calculer l’aire d’un triangle ABC dont 
les sommets ont pour coordonnées 


Ἀπ, Ὁ... AB (501) M IGEDRS" 3) 
On a la relation 
Aire ABC x 2 — [AB λ AÛ 


AB ἃ pour projections πον»,  :1 
A pour projections —2, 3, ὃ 
AB A AC a pour projeclions 


PER EE VS PURE PEL 
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Donc 


[AB À AËl = 422 + 172 + ΤῊ — 32,59 
L’aire ABC est 16,26. 


57. Identité de Lagrange. 

(a, μὴ = (ΧΧ' + YV'+Z7'ÿ 

GA (VZ'— 2Ζ055.: (ZX'—XZ + (ΧΥ΄--ὙΧὴ2 
πὸ ut = (X2 + V2 ZE) (Χ τ ὙΠ. + 72) 
L'application de la relation (3) aux vecteurs u et αὐ 
permet, d'établir l'identité. 

(XX'EVY + 22η53. (Ὑγ4!. NP + (ZX — XL: + 
4 (XV X NE (KE VE 72) (X2 + V2 + 75) 


appelée identité de Lagrange. 


08. Angle de deux droites de l’espace. 


Soient deux droites de cosinus directeurs «, 6, y et 
α΄, β΄, γ΄. Ces nombres sont les projections de deux vec- 
teurs & οὗ μ΄, de module 1, portés par chacune des deux 
droites. 

nu = ax! -1- ββ' + yy' 
tu Λ ul a pour projections 
βγ' — Ye re GE ipE 
u A ne sin 0 


>  —} 


MGR = (08 0 


0 étant l’angle des deux vecteurs. 
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On a donc 


d’où 
TE ν (βγ' ---γ8)}" + (qu! — ay)? + (αβ' --- pa} 
au! ++ BB + γγ΄. 
Si on considère maintenant l’angle aigu formé par 
les deux droites, sa tangente, toujours positive, est 


ν (βγ΄ - - 78") -1- (ya! — αγ'}} + (αβ' — -βαΎ} 
fau’ + ββ' + yy' 


On remarquera que, si des paramètres directeurs 
quelconques 


ai b =k6 CS 
α' πα ἦς α' DIU: C=k7 


sont connus, la tangente de l’angle des doux droites a 
pour valeur 


(bc! — εὐ)" + (ca! — 405 + (ab! — ba'}ÿ? 
[αα' + bb" - cc’ 


59. Angle de deux droites du plan. 


Soient deux droites du plan xOy, d'équations 


( α'α + by +c'—0 
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᾿ -Ἐ 

Nous pouvons choisir sur ces droites deux vecteurs w 
—+ L2 . ù 

et αἱ dont les projections seront 


b “Ἐν Νὴ 0 
b' ὙΠ ΑΝ 0 
Nous aurons alors 


—+ - 


Re LE οἱ PRE 
Re PR LUE 
d’où 
u/ u'| 
tg0 — ---“- 
u . U 


ΛΓ ἃ pour projections 
0,0, — ba’ + b'a 
u.u -- bb + aa’ 
donc 


et la tangente de l’angle aigu formé par les deux 


droites est 
| ab" — ba! | 
aa -ἰ bb" | 


Exemples : a) Chorchor l’angle des droites 


x + 2y +1 =0 
z— y—1—=0 
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La tangente de l'angle aigu « est 
1x(—1)—2X1 


TROT ET : 


tg x — 
d’où 
DA D3 
b) Etant données les droites du plan xOy se coupant 
au point ἢ. 
(D) z + my +1—0 
(D) x— my + 1—0 
et les points M et M” d’intersection de ces droites avec 
l'axe y'Oy, calculer la tangente de J’angle MRM’. 


τα, 58. — Angle de deux droites du plan. 


Pour calculer les coordonnées de R cherchons les 
solutions du système 


( &+ my + 1 = 0 
Ü x— my+1—0 
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nous trouvons 


x — — À J'=90; 
L’abscisse de M est 0 ; nous trouvons son ordonnée 
en remplaçant x par 0 dans l'équation de (D), 
M a pour coordonnées, 


4 
EDR ἐπε, 
m 
De même M' a pour coordonnées 
{ 
0. οἱ ποὺς 
m 


Les projections du vecteur RM sont donc 


1 
1.-- — et 0 
m 
et, celles du vecteur RM’ 
À, ε: et 0. 
m 


Ces nombres sont des paramètres directeurs de (D) οὗ 


(D”). 
Nous avons de εἰ 
RM \ RM’ 
cran) — LAN ἘΜ 
RM . RM’ 
(il s’agit ici d'un angle qui peut être obtus) 
| 1 | 1 
Ve md 21m | 
F ! ΞΞ- == 
te MRM 1 ET 
less 
m 
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60. Normale à un plan. 


Soit un plan (P) d’équation vectorielle 
OM—a+ib+ue (4) 
t et u étant deux paramètres indépondants ; aux valeurs 


ἔν et w des paramètres correspond un point M, de 
ce plan et 


OM, = a+ A Pa Uo € 


Ετα, 59. — Normale à un plan. 


Los vecteurs ὃ et ὁ sont parallèles au plan (P), donc 
Jour produit vectoriel est normal à ce plan. 


Etant donné un point R pris sur la normale au 
plan (P) en M,, 


MR=m(bAc) (5) 


lorsque m prend toutes les valeurs possibles, R décrit 
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la normale au plan. L’équation (5) est l’équation vecto- 
rielle de cette droite, on peut l'écrire 
OR Er εὖ + Ho C + m (b A c) 

m étant le paramètre variable. 

Application : 

Normale au plan défini par la représentation para- 
métrique 

Zz=1+<A+bu y=3+itu 2=3—-1—u 

Nous nous proposons de chercher la normale à ce 
plan au point M, correspondant aux valeurs 4, — 2, 
Dee) 

2 = 80 = 10 29) "- ---ἅ 

Les projections du vecteur b sont 2,1,—1 
€ sont 5, 1 ---1 
δ. 
Cellos du vecteur b ΔΛ c sont0O—3—535 


Celles du vecteur 


Les équations de la normale sont donc 


Ξε 80 y = 10 --- ὃ πὲ 2-ι--«  --- 3m 


61. Application à la physique. 


Action d'un champ magnétique sur un élément de 
courant. 

La force à laquelle est soumis un élément de circuit 
de longueur 5, l’intensité du courant étant 1, lorsqu'il 
est placé dans un champ magnétique d’intensité ἢ dont 
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le direction fait avec celle de Pélément un angle «, est 
perpendiculaire à la fois à l’élément de courant et à la 
direction du champ et a pour valeur 


j= sin 510 ©. 


Ϊ est exprimé en dynes, si 5 osé exprimé en centi- 
mètres, : en ampères, À en gauss. 


IG. 60. — Action d’un champ magnétique 
sur un élément de courant. 

Le sens de cette force ost donné par la règle d'Am- 
père : l'observateur d'Ampère étant couché le long de 
l'élément de courant (le courant allant de ses pieds à 
sa tête) ct regardant dans la direction du champ, la 
force est dirigée vers sa gaucho. 

Il est possible de donner à l’expression de la force 
une forme vectorielle. 

Nous avons déjà vu qu’on représentait le champ 
par un vecteur À ; nous allons également représenter le 
courant par le vecteur & de module égal à l’intensité, 
ayant pour direction et sens la direction et le sens du 
courant. Nous aurons alors 
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1.0 δες 
Î == 10 S1/\ ἢ, 


Vous vérifierez que cette expression donne la direc- 
tion et le sens de la force et qu’elle est en accord avec 
la règle précédente ; toutefois, cette formule n’est 
applicable que si la disposition du trièdre fondamental 
est positive. Cette remarque n’est pas en contradiction, 
avec ce qui a été dit au n° 51 ; il ne s’agit pas ici d’une 
formule mathématique, mais d’une formule qui rend 
compte d’un phénomène physique. 
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CINQUIÈME LEÇON 


PRODUIT MIXTE DE TROIS VECTEURS 


--- -ΜΘ----, 


62. Définition du produit mixte. 


On appelle produit mixte de trois vecteurs τ 0, ὦ» 
le produit scalaire du premier vecteur u par le produit 
vectoriel © À w. Le produit mixte est un nombre 
algébrique. 


63. Propriétés du produit mixte. 


Soient | 
ὅλ CORÉEN IORIEM 
lo À w| -- OB.0C. sin BOC 


Lo module F1 Λ æ | ost égal à l'aire du parallélo- 
gramme OBDC. 
Lo produit mixte w Ὁ» ἐν } a pour valeur le produit 
de ce nombre par la projection do OA joue un axo 
x'Ox, parallèle au vecteur OM (égal à o A ἢ eb do 
même sens que ce dernier. Sa valeur absolue est donc 
égale au volume du parallélépipède construit sur OA 
OB, OC. 
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Plus précisément, Siu, 9, w, ont une disposition 
positive, les vecteurs OÀ et OM sont situés d’un 
même côté du plan OBC et le produit mixte cest égal 
au volume du parallélépipède. Au contraire si leur 
disposition est négabive, OÀ et OM sont situés de parb 
et d'autre du plan OBC, le produit mixte est négatif et 
a pour valeur absolue le volume du parallélépipède. 


F1G@. ΟἿ. — Produit mixte de trois vecteurs. 


CONSÉQUENCES : a) la donnée de ΓΝ 6, détermine 
complètement le volume du parallélépipède, donc la 
valeur absolue du produit mixte est indépendanto de 
l’ordre dans lequel on considère les vecteurs. 

Le signe est - si la disposition des vecteurs pris 
dans l’ordre indiqué est positive, il est — dans le eas 


contraire. 
Ἶ —+> —+ —+ 
b) Si ἱ. (ΟΛ w) = πὶ, 
on ἃ 
» > —+ —+ 
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et au contraire : 
—> τὺ - -»-» -ν --» -νὐν — 
u.(wnv)=—m w.(v/u)=—m v.(u\w)=—-m 

c) Le produit scalaire étant indépendant de l’ordre 
des vecteurs 

+ —+ +} —+ > + 
(ΚΛ w)={(v/Aw).u 
et 
—> —}> -- > —> -ὑἡῦ --  —> -οὐ 
u .(vAw)= w .((ὦ ΔΛ 9) να (ὦ Λ 9) . Ψ 

Pour déterminer un produit mixte, il n’est donc pas 
nécessaire d'indiquer dans quel ordre les opérations 
seront effoctuées, il suffit de représenter le produit 
mixte de la manière suivante 

> > > 
m = (u,v,w) 

l’ordre des vecteurs étant seul important à connaître. 

Les propriétés établies plus haut s’écrivent : 

XX —> nr ΠΡΟΣ D Xe 

(u,9,w) — (v,w,u) =(w,u,pv) 

—} — >> > >> -»-ο»-ν Ὁ» > 

(u,0,w) = — (w,v,u) =—(v,u,w) = —{(u,w, 9) 


64. Produit mixte nul. 


S1 le produit mixte (@, 0, w) cest nul, le volume du 
parallélépipède construit sur OÀ, OB, OÙ est nul, donc 
les vecteurs “3 ©, « sont coplanaires. 

Réciproquement si πριν sont coplanaires, le pro- 
duit mixte (ὦ, ©, w) est nul. 
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L LI - τ — 
Ce cas se produit en particulier lorsque ἡ ΔΛ w = 0, 
c’est-à-dire lorsque deux des vecteurs sont coli- 
néaires. 


65. Equation eartésienne d’un plan. 


Proposons-nous de définir un plan par trois points 
Mas Vas 2) Mo(tos Var 22) Μ (Gas Ya 24) 


Pour qu’un point M appartienne au plan, il faut et il 
ie +  ———+ 
suffit que les vecteurs M,.M,, MM, MM soient copla- 
naires, c’est-à-diro que : 


(MM, MM, MM) = ὁ (1) 


τὰ. 62. — Equation d’un plan défini par trois points. 


Cetto relation permet d'écrire l'équation du plan, 
Φ, y, z étant los coordonnées du point M. 


MM, MM MM) = MM. (MM, | MM) 
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MM a pour projections 
nn Ar NME 71 
MM, A MM, a pour projections 
(Ye-Y1) (23-21) — + (22-21) (Ya-W1) = A 
(29-21) (25-2}) — (Go-%1) (25-241) = B 
(2. 2.) (5.1) — (Ve) (3-1) = C 
et l’équation devient 
A(x-21) + B(y-y1) + (Ὁ (2-4) = 0 
Pemarque : les nombres A, B, C, projections d’un 


vocteur normal au plan constituent un système de 
paramètres directeurs de toute droite normalo au plan. 


Exemple : trouver l'équation du plan passant par 
les points. 


M,(1, 0, 0) M, (0, 1, 0) M, (0, 0, 1) 
Les projections de MM sont 
φ---ἰ y Ζ 
Celles de MiM, A MM, sont 
A=1X1—0 —=1 


B —0-— (41) x 1 —1 
C0 SAC) LCA 


L’équation du plan est done : 


(α --- 1) + (y—1) + (2-1) = 0 
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ou 


t+y+z=3 
Ce plan est le lieu des points tels que la somme de 
leurs distances aux trois plans de coordonnées soient 
égales à 3. 


66. Démontrer que quatre points sont dans un même 
plan. 


Soient les quatre points 


1 Ί LAS 
ef »»- Ὁ 4 Ad "nn 4% (10 
(2.7.9) 560,5...) nr) »(5.5.5) 
Montrons qu’ils sont situés dans un même plan. 
Il suffit de montrer quo 
(AB, AC, AD) -- 0. 


Cajculons les projections des trois vectours 


Ai ἢ 
ΑΒ —,0, — 
- LOT 
UE 
- 1 4:14 
ΣΙ ΠΟΤ ἢ ἘΝ 


Projections de AB À AC. 


ἜΗΝ ἜΝ ΗΝ ἢ 
τς EC εν ἘΠῚ TA ΤΑ OR 
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D'où 


ἀν CAS τ δον, AA 1 1 1 
(AB À AC). AD = τῷ x(—) RE (-- Ὁ) 
0 


Remarque : I] était également possible de démontrer 
que AB, AC, AD étaient coplanaires en cherchant deux 
nombres m et nr tels que 

AD — m.AB + nAC 
ce qui conduisait aux équations 
1 1 
PB ND PEU A ep AT a 


{ { 1 
τ .ΞΞ ΠΗ ᾿ς τ τα ΔΊΟΥ 


qui sont vérifiées pour 


SRE ἐδ 35 
Fa Te 


Les vecteurs étant liés par la relation 


_ 1 -ς τς 
les vecteurs AB, AC, AD sont coplanaires. 

Ce raisonnement fait apparaître la propriété sui- 
vante : 
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Si trois vocteurs AB, AC, AD sont liés par la relation 
AD = m AB Ἢ n AG 
leur produit mixto est nul ; en effet 
(AB, AG, AD) = (AB ἀῶ. AD 
où 
(AB, AG, AD) = (AB ν AC) (mAË + μα 
et par conséquent 
(AB, AC, AD) — (AB, AC, mAË) -- (AB, AC, rAC) 
᾿ς D’après les remarques faites au n° 64, les deux pro- 
duits mixtes du deuxième membre sont nuls, donc 
(AB, AC, AD) -- 0 
Nous retioendrons également la proposition réci- 
proque : 
si (AB, Αὔ, AD) = (0, il existe deux nombres m et π 


tels que 
AD ΞΞΞ m AB + n AC 


SIXIÈME LEÇON 


VECTEURS GLISSANTS 


67. 


Nous avons montré, au cours des leçons précédentes, 
que la notion de vecteur libre est très féconde ; copon- 
dant la donnée d’un vecteur libre ne peut pas définir 
complètement une force ct ne permet pas de traiber les 
problèmes de mécanique. 

Rappelons à ce sujet l’un des promiers théorèmes de 
la statique du solide : 

Un système de forces étant appliqué à un ‘solide, on 
peut déplacer le point d'application de l’une quel- 
conque des forces sur sa ligne d’action sans en modifier 
l'effet. 

Par contre, si on ‘déplaçait Ia ligne l’action de la 
force considérée, son offet serait modifié. 

Pour préciser l'effet de la force οὐ résoudre les pro- 
blèmes de la mécanique du solide, il faut se donner la 
grandeur géométrique du vecteur représentabif de la 
force et 1l faut connaître également sa ligne d’action. 
C’est dire que dans ce cas, la force sera représentée par 
un vecteur glissant, 
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Pour déterminer un vecteur glissant, il faut se don- 

ner un vecteur libre & ct une droite (D). Le vecteur 
+ — 

glissant ost un vecteur AB égal à Ua, porté par ectte 


droite, et dont l’origine À peut oecuper une position 


quelconque sur (D). 


68. Moment d’un vecteur glissant par rapport à un 
point. 


Soit un vecteur glissant AB défini par la droite (D) 
et le vecteur libre 2. 
On appelle moment du vecteur glissant par rapport 
à un point O, le vecteur OG, lié à O, dont la grandeur 
géométrique est égale au produit vectoriel do OÂÀ 
> 


δὰ ON NIE 


Fi. 63. — Moment d’un vecteur glissant par rapport 
à un point, 


Montrons que le vecteur OG ne dépend pas de la 
position de Α sur la droite (D). Soit À; une seconde 
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position du point A, OG, le vecteur lié correspondant 
à A, 
Οὐ, ΞΞΞ- OÀ, 4? u 
mais 5 | 
AA, est porté par (D), donc 
d’où 
Οὗ, = OÀ \ u+ku/u. 
Le dernicr terme du second membre est nul, donc 
Οὗ, - OG. 
IT étant la projection de O sur (D), le module de OG 
esb 
[oGl — OA x AB x sin OAB 
ou 
[06]-- OH x AB. 


Donc le module de OG est le double de l’aire du 
triangle AOB ; cette aire reste invariable lorsque A 8e 
déplace sur (D). 

Le moment d’un vecteur glissant par rapport à un 
point ne dépend que de la position du point ; c’est 
pourquoi nous l’avons représenté par un vecteur lié au 
point, c’est-à-dire un vecteur dont on a fixé la grandeur 
et l’origine. 


{ 
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69. Détermination d’un vecteur glissant. 


Un vecteur glissant AB et un point O étant donnés, 
le moment OG est déterminé. Nous allons maintenant 
montrer que lorsqu'on connaît la grandeur géomé- 
trique x d'un vecteur glissant et son moment OG 
par rapport à un point Ὁ, le vecteur glissant est 
déterminé. 

Remarquons tout de suite que, d’après la définition 
du moment, les vecteurs OG et u doivent être rectan- 
gulaires. Pour que le problème posé soit possible, la 
relation OG .  — 0 doit done être vérifiée. 


Fig. 64. — Détermination d'un vecteur glissant. 


Supposons cette condition réalisée, la droito (D) 
construito et sur cette droite un vecteur AB égal à μὲ; 
soit I la projection de O sur (D). D’après la propriété 
énoncée plus haut, il est possible de placer l’origine au 
point Il ; on a alors 


OÙ = OH λυ 
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la disposition des vecteurs Of, (, OG est positive, 
donc celle des’ vecteurs 4, OG, OÏ est également posi- 
tive. Le vecteur OIT est perpendiculaire aux vecteurs 
OG οἵα ; sa direction est donc déterminée, et son sens 
est tel que la disposition des vecteurs &, ar OÏ soit 
positive. 
Il nous reste à déterminer le module de OH. 

On a 


> 


10G! — [OH] . | u| (puisque sin OHB' — 1) 


donc 
[OG 
[5] 
Pour construire (D) nous mènorons la parallèle ἃ u 
par le point II. La droite (D) et le vocteur libre x étant 


connus, le vocteur glissant AB est déterminé. 


liemarque : Nous avons montré par lo raisonnoment 
que la relation OG u = 0 doit être vérifiée; en oxpri- 
mant OG en fonction de OA et de u, on obtient 

ὦ «πὸ = (OÀ | a). u — (OÀ, πὶ αὐ 

Nous trouvons ici un exemple de produit mixto 
dont deux tormes sont égaux ; ce produit mixte est 
nul. 
- La construction précédente montre qu’un vectour 
glissant est toujours déterminé par deux éléments : 
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— soit sa ligne d’action et sa grandeur vectorielle ; 
— Soit sa grandeur vectorielle et son moment par 
rapport à un point de l’espace. 


70. Moment par rapport à un point quelconque de l’es- 
pace. 


Un vecteur glissant AB étant défini par son vecteur 
libre w et son moment OG par rapport à un point O, 
il est intéressant de calculer son moment par rapport 


à un second point, Ο’ 


> 


Fra, 65. — Moment par rapport à un point 
quelconque de l’espace. 


Soit  O'G! le moment par rapport à O' 
OC = O'A αν  OÀ = OÙ +OÀ 
O'G — 00 A x +OÂ Au 

d’où SALE 


OC -- Οὗ ΕὉΌ \ u 
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Le moment d'un vecteur glissant par rapport à un 
point O' est égal à la somme géométrique de son moment 
par rapport à O et du moment par rapport à Ο' d’un 
vecteur égal au premier et dont la ligne d'action passe 
par O. 


71. Moment par rapport à un axe. 


Soit un axe zx de vecteur unitaire 1 οὗ un vecteur 
--ν» 
glissant de grandeur géométrique uw dont le moment 
par rapport à un point O de z'x est OGr. 


Ετα. 66. — Moment par rapport à un axe. 


On appelle moment du vectour glissan£ par rapport 
à l’axe la projection sur ect axe du vecteur OG. 
Cette projection ἃ pour valeur 


με δον οὐ A) 
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72. Etude analytique d’un vecteur glissant. 


Soit un vecteur glissant donné par sa grandeur géo- 
métrique & et son moment OG par rapport à un point 
de l’espace. 

Nous prendrons ce point pour origine d’un trièdre 
trirectangle de référence Οἱ y z. 

Soient L, M, Ν, les projections de OG sur les axes, 
c’est-à-dire les moments du vecteur glissant par rap- 
port à chacun des axes ; soient X, Y, Z les projections 
de u. 


Fra. 67. — Etude analytique d’un vecteur glissant. 


L'étude géométrique nous ἃ montré quo Οὗ οἵα 
devaient être liés par la relation OG. u — 0, dont 
Pexpression analytique est 

LX + MY - NZ —0 (1) 


BARTON. — Calcul vectoriel 9 
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La donnée de six nombres, L,, M, N, X, Ÿ, Z, assu- 
jotiis à vérifier la relation (1) détermine le voctour 
glissant ; ces nombres ne doivent donc pas être fixés 
arbibrairement ; en particulier, si X, Y, Z, L, M sont 
donnés, on ἃ 
LX + MY 


Ν =— 
7 


La relation 

—: à > —> τον 

O'G = OG + 0'O Au 
permol de calculer le momont par rapport à un 
point O’ de coordonnées x, y, 2. 


En effet O'Ô À ua pour projections 
-- ("ὦ — ΖΥ) -ο (2 Χ — 2) — (ΟΥ̓ — yX) 
done OC ἃ pour projections 


L'=L—(yZ—2Y);, M =M—(2X — x); 
N'=N— (zY — yX). 


Si la grandour géométrique u d’un vecteur glissant 
n'est pas nulle, le produit vectoriel OA Λ ‘une peut 
être nul que si OA et x sont colinéaires, donc 81 le 
point O est situé sur la ligne d’action. Cette romarque 
permet do déterminer analytiquement la ligne d'action 
d’un vecteur glissant ; il suflit de chercher 10 Jieu des 
points O’ de coordonnées x, y, 2 tels que le moment 
par rapport à ces points soit nul. Pour que ce moment 
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soit nul, il faut ct il suffit que ses trois composantes 
soient nulles, c’est-à-dire qu'on ait simultanément. 


L— (yZ— 2Y)—=0 M— (zX — χΖ) — 
Ν — (ΟΥ̓ — yX) — 0 


Ces équations définissent trois plans et les trois 
relations sont vérifiées lorsque le point de coordon- 
nées x, y, z est commun aux trois plans. Ces trois plans 
ont une droite commune : en effet, tout point situé 
sur la droite commune aux deux premiers appartient 
au troisième. Soit z l’une des coordonnées de ce point ; 
ce point étant dans le premier plan, ses aubres coor- 
données sont : 


rs Ἰ, + ZX 
T Z 
et, ce point étant situé dans le second plan, 


M — zX 
4 


Vérifions que le point ost situé dans le troisième 
plan en remplaçant dans l’équation de co dernier x et y 
par leurs valeurs ; nous devons avoir 


Y (M— zX) τ X(L + zY) 
L ' 7 
on développant, nous obtonons 
LX + MY + NZ 
4 


N + = Ü 


— 0 
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Cette relation est vérifiée puisque 


ΤΣ ΠΝ IN 70) 


donc les trois plans onk une droite commune qui est 
la ligne d'action du vecteur glissant. Pour la déter- 
miner, 11 suflit de connaître les équations de deux des 
plans, par exemple les deux premières. 


L— (yZ— 2Y)—0 M— (2X — xZ) — 0 


Pour préciser ces notions, nous allons traiter quelques 
applications numériques. 


78. Applications. 


a) On donne 


DAS des LUS; 
Le 10 ΜΈΞΗΣ 


on doit avoir 
NE Le Es #10 
9 

Etant donné un point de coordonnées 6, 8, 4, calculons 
les projections L', Μ΄, N' du moment par rapport à co 
point 

L'—10— (8 Χ9-- ἅ χ 5) — — 42 

M'—12— (4 x 3—6 x 9) = δά 

N'=—10—(6 x 5 — 8 x 3) = — 16 


| 


VECTEURS GLISSANTS 133 


Déterminons la ligne d’action ; c’est l’intersection des 
deux plans : 


10 — (9y — 5z) — 0 12 — (3z — 9x) = 0 
Posons z—1;, nous obtenons une représentation 


paramétrique de cette droite en calculant x et y en 


fonction de £ 
4 ΐ 40 δὲ 


Remarquons que les projections 3, 5, 9 du vecteur 


Ὁ 
au 9? 1, du 


paramètre {, constituent un système de paramètres 
directeurs de la droite (D). 


glissant, proportionnelles aux coefficients 


b) Le problème posé maintenant est le problème 
inverse : connaissant une représentation paramétrique 
de la droite (D) et les projections du vecteur, déter- 
miner son moment par rapport à un point quelconque 
de l’espace. 

Ici encore les données ne doivent pas être choisies 
arbitrairement : si la roprésentation paramétrique de la 
droite est 


z=a+bht ya +bt z=a"+ δ 
on doit avoir 
Χ [5 Y πον 7. 


ce qui oxprime que la droite est parallèlo au vecteur, 
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Supposons que la droite (D) soit la droite trouvée 
précédemmont et que les projections du vecteur soient 


ἈΚ ΞΞῚ Ὑ ΞΡ DE À, 


Nous allons calculer les projections du produit 
vectoriel 
Où = OÀ À a 
À étant un point quelconque (par exemple le point 
correspondant à ἐ — 0); on a alors 
4 10 
Lo FT CUT Do EE 


à 


3 gi) νὰν 


Les projections do Οὗ sont 
DL 2 = IONME ZX TA ἘΞ 
N = z Y— Yo X = — 10 


Los projections de Οἷα, Ο’ étant un point quelconque 
s’obtiendront soit en ulilisant les formules établics 
plus haut, soit directemont ; pour le point do coor- 
données 

x = 6 “ΞΡ ER 


on aura par exemplo 
OC = OA À 


-τ-τ- 


O'À ἃ pour projections 


Po ES AU ere 20 — 2 —= — 4 
LE 
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et Ο'α’ 
L'=(y0-7)Z— (2-2) Ÿ ——42 M'—(2-2)X — (ἀρ-“)2 54 
N' = (20-2)Ÿ — (Yo-Y)X = — 16 


Nous retrouvons toutes les données du premior pro- | 


blème. 


SEPTIÈME LEÇON 
SYSTÈMES DE VECTEURS GLISSANTS 


74. Définitions. 


L'étude de la mécanique des solides nous conduit à 
considérer des systèmes de forces appliquées aux 
corps ; après avoir étudié les propriétés des vecteurs 
glissants pris isolément, nous allons étudior les pro- 
priétés des systèmes de plusiours vecteurs glissants, 


(D;) (D.) | 


Fra. 68. — Système de vecteurs de vecteurs glissants. 


Soient les vecteurs glissants AB, AB, AB, 
ayant pour supports les droites (D;), (D,), (04) ; 
l’ensemble de ces vecteurs est un système de trois 
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vecteurs glissants. Il est facile d'imaginer des systèmes 
formés d’un nombre quelconque de vecteurs ; à priori, 
il ne semble pas que l'étude de ces systèmes puisse être 
menée sans difficulté. Nous allons définir deux gran- 
deurs qui permettent de simplifier cette étude. 


a) Somme géométrique des vecteurs : 
+ ποτ — > ΠΣ 
J == AB: + À,B; +- .. + AnBn 
si M 15, … Un sont les grandeurs géométriques des 
vecteurs 
He ma + > 
= U, + Uo +. + Un 
b) Somme géométrique des moments par rapport à 
un point O, ou moment résultant OG 


OÙ ἘΞ OÙ + οὗ, + … ΒΝ" OÙ, 


75. Moment résultant par rapport à un point quel- 
conque. 


Οὗ, étant le moment du premier vecteur par rapport 
au point O, son moment par rapporé à O' est 
D'CÉHOGLOOM A2 
Le même calcul pout s’appliquer à chaque vecteur ; 
pour simplifier l’étude nous raisonnerons pour un 
système do trois vecteurs, mais les résultats s’étondront 
sans difficulté à un système quelconque. 
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En faisant membre à membre la somme vectorielle 
des trois égalités. 
οὐ εξ NO :0 Fu: 
OC, -- OG + O0 À & 
on obtient le résultat suivant 
οἷ, -- 06 + OÙ À Ÿ 
Le moment résultant par rapport à un point O" est 
égal à la somme géométrique du moment résultant par 
rapport à O et du moment par rapport à O' d’un vecteur 


glissant égal à la somme géométrique des vecteurs du 
système ct dont la ligne d'action passe par Ο. 


76. Moment d’un système de vecteurs glissants par 
rapport à un axe. 


Soit un axe x do vectour unitaire à ot un point O 
de cet axe. Lo moment résultant d’un système de 
vectours glissants par rapport à O est OT. 

On appelle moment du système par rapport à l'axe 
la projection sur cet axe du vectour OC 

C’est un nombre algébrique TL; ayant pour valeur 


es ἦ- ΤΣ 
L == OG πεν 
Continuons à raisonner sur trois vectours 
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8] 
- — + —> —> -Ὁ 
LOL = OC US ΞΕ ΘΗΝ 


L -- L = Le + " 


J'ic. 00. — Moment d’un système de vecteurs 
par rapport un axe. 


Le moment d'un système par rapport à un axe est 
égal à la somme algébrique des moments des vecteurs 
par rapport à cet axe. 


77. Systèmes équivalents. 


Par définition, deux systèmes de vecteurs glissants 
sont géométriquement équivalents s'ils ont même moment 
résultant par rapport à tout point de l’espace. 

D’après les résulbabs précédents, si deux systèmes de 
vectours glissants ont même somme géométrique ot 
mêmo moment résultant par rapport à un seul point Ὁ, 
ils ont même moment résullant par rapporté à un point 
quolconque 0", done ces doux systèmes sont équi- 
valents. | 
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Réciproquement, si deux systèmes de vecteurs sont 


équivalents, ils ont même moment résultant par rap- 


port à un point quelconque de l’espace (d’après la 
définition) et même somme géométrique. 

En effet, soient deux systèmes de vecteurs équiva- 
lents, ils ont mêmes moments résultants par rapport 
à O οὐ O” donc les différences de ces moments résul- 
tants sont égales. Si A οὔ ἐς sont les sommes géo- 
métriques, on a | 

OÙ À F} = OÙ λυ, 

Cette égalité montre que Ÿ, ot, ont même projection 
sur un plan perpendiculaire à Q'O ; le point ΟἹ pou- 
vant être un point quelconque, les vecteurs Ÿ, οὐ ἢ 
doivent avoir même projection sur un plan quel- 
conque de l’espace. Cette condition ne peut être réa- 
lisée que si Υ — Y.. 

Par conséquent, pour que deux systèmes de vecteurs 
glissanis soient équivalents, il faut οἱ il suffit qu’ils aient 
même somme géométrique et même moment résultant 
par rapport à un point Ο. 


78. Etude de quelques systèmes particuliers. 


a) Vecteurs concourants : Les lignes d’action con- 
courent on un point O ; le moment par rapport à O de 
chaque vecteur est nul, donc le moment résultant par 
rapport à O ost nul, Un vecteur uniquo égal à la 
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somme géométrique Yet dont la ligne d’action passe 
par O ἃ un moment nul par rapport à ce point. 

Les deux systèmes : 

— système des vecteurs concourants en Ὁ ; 

— système formé par le vecteur unique dont la ligne 


d'action passe par 0. 


ont : 

même somme géométrique  : 

même moment résultant par rapport au point O 
(égal à zéro); 
donc ils sont équivalents. 

Par conséquent, un système do vecteurs concourants 
est équivalent à un vectour unique qu’on appelle 


résultante du système. 
Le moment résultant par rapport à un point O’ est 


DE = OÙ À τ᾽ 

Ὅ Ὁ est égal au moment de la résultante par rapport 
à O', il ne dépend que de la distance du point à la ligne 
d'action de la résultanto ; soit ὦ cette distance, on a 
[0'G/ 14.1] et Οὐ, v'—0 (produit mixte nul). 

b) Couple. — Considérons les deux systèmes 881- 
vants : 

— Système de plusieurs vecteurs dont la somme 
géométrique est nulle et dont le moment résultant par 
rapport à un point O est OG. 
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— Système de deux vecteurs de grandeurs géomé- 


triques opposées dont les lignes d’action sont deux 


droites parallèles et dont le moment résultant par 


rapport à O est Οἄ. 
La somme géométrique des vecteurs du second sys- 


tème est nulle, donc ces deux systèmes sont équi- 
valents. 


Fra. 70, — Couple. 


On appelle couple le second système. Tout système 
de vecteurs dont la somme géométrique est nulle est 
équivalent à un couple. 

Puisque γ΄ — 0,10 moment résultant O’G du couple 
par rapport à un point Θ΄ quelconque est égal à OG, 
c’est un vecteur constant appelé moment du couple, 
il n’est lié à aucun point do l’espace, c’est un vecteur 
libre. 


Soit un couple de deux vocteurs AB; AB de 


mani ——— 
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—+ 
grandeurs géométriques opposées. Son moment JT est 
égal au moment résultant par rapport à un point 
quelconque, À, par exemple 


Mere AA, (le moment de AB, est nul par 
rapport à À). 


Il est normal au plan déterminé par les deux vecteurs 
et a pour module 


OU = d x [A] 
d étant la distance des deux vecteurs, et AB, leur 
module commun. Le moment d’un couple étant sa 
seule caractéristique, le couple est déterminé lorsque 
son moment JW est connu. 


79. Application à un système quelconque. 


Etant donné un système quelconque ; avec los nota- 
Lions habituelles, on ἃ 


FRE TU FA 57 ΤῊ 
Θ΄ O0. Θ᾽ ΟΡ ΔΕῚ 
eb, en multipliant scalairement par ) 
Ξ- ΕΣ > -τὦν Ἐκ TE) ἘΝ πε τλ — ler 
οἴ OC + Ὁ OG.T =O0C ,* 
Cette égalité montre que la projection du moment 
résultant par rapport à un point sur un axe parallèlo 
RE . . 
à est constante, quel que soit le point. 
Distinguons deux cas 


Γι 
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ee ἷν- an À L 2 ΄ 
a) OG. Y — 0, la projection est nulle. 


— si OG —0 et Y -- 0,16 moment résultant par 
rapport à un point quelconque de l’espace est nul, le 
système est équivalent à zéro. 

— si OC:É 0 et Tr — 0, le système est équivalent 
à un couple. 

- si OÙ — 0 οἱ Me 0, le système est équivalent à 
un vecteur unique, de grandeur géométrique Ÿ et 
dont la ligne d’action passe par O ; en effet, le moment 
de ce vecteur par rapport à O est nul. 

— Si O6 0 et 40. 


Fra. 71. — Système équivalent à un vecteur unique. 


Nous allons montrer que, dans ce cas, il ost possible 
de trouver un point Ο΄ tel que O'G' soit nul. Ceci n’est 
pas contraire à l'hypothèse, puisque la projection de 
OG sur Y’ est nulle. 

OG est perpendiculaire av on peut donc mener un 
vecteur égal à Y dans le plan (P) perpendiculaire à 0G 
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et passant par O. Dans ce plan, construisons le vec- 
teur OH, perpendiculaire à Ÿ et orienté de telle sorte 
que la disposition des vecteurs Ὑ, OG, OÙ soit positive, 
le module de OH étant 


ou, — 108 (1) 


Par le point H menons la droite (D), parallèle à Ὁ; 
soit Ο' un point de cette droite, Les vecteurs Y, Où, O0 
et par conséquent οὐ", γ᾿ OÙ ont même disposition 
que les précédents. D’après la relation (1), on a : 


Οὐ! Λ ὙἘ:Ξ OG d'où O0 NT dr 
donc 
>. , += = εξ τε: 
Οἷα = OG + 0'0 A r —0 


Le point O’ est l’un des points cherchés. Puisque ce 
point existe, le vecteur est équivalent à un vocteur 
unique égal à * dont la ligne d’action est la droite (D). 


b) Οὗγγε 0 : la projection de OÙ n'est pas nulle, il 
n'existe donc aucun point tel que le momont résultant 
par rapport à ca poin£ soit nul. 

Examinons ce cas. 


. 80. Réduction d’un système de vecteurs. 


Soit un système qui satisfait à la condition OG. τκχέ 0. 
Considérons lo systèmo formé par un vocteur éga ar 


PRETON. — Calcul vectoricl 40 
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dont la ligne d’action passe par O et un couple dont le 
moment est égal à OG. 

Ces deux systèmes ont même somme géométrique οὗ 
même moment résultant par rapport à O, ils sont 
équivalents. 

Un système de vecteurs qui satisfait à la condition 
ua e = Ô peut donc être réduit à un système plus 
simple, formé d’un vecteur et d’un couple. Cette ré- 
duction peut être faite d’une infinité de manières, lo 
choix de O étant arbitraire. À chaque position de ὁ 
correspond une valeur du moment du couplo et unc 
position de la ligne d'action du vecteur. 


Ετα. 72. — Réduction d’un système de vecteurs. 


En résumé la solution du problème donne les résul- 
tats suivants : 


ἀπ ON λυ DAME IT 


système équivalent à zéro. 
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ER τῷὰ = + 
POSE NOUEZ ON Mer: 


système équivalent à un couple. 


ATOS LE Où NE ἢ, 
système équivalent à un vecteur. 

O6. Ÿ0, 
système équivalent à l’ensemble d’un vectour et d'un 
couple, 


81. Etude analytique des systèmes de vecteurs. 


Cotte étude peut être menée d’une manière analogue 

à celle des vecteurs glissants ; raisonnons pour trois 
vecteurs. 

a . = er 

Les projections de OG sont L,, M,, N;, colles de τη, 

ον —+ 

X,, Y,, Z les projections de OG, et τι, sont repré- 

sontées par les mêmes lettros affectées de l'indice 2 et 

ainsi de suite. Soient L, M, Ν᾿ celies de OG, ΧΟ 


—+ 
Y° 


celles de Y. On a 


LL +L,+L, M=M +M+M, N=N,+N+N, 
Ep ET QE CN GED ANT) CE CUVE A TAN PAC LA 


0", ayant pour coordonnées x, y, 2, la relation 
OC = OÙ + OÙ À 1” 
nous pormet d'écrire 


L'=L-(yZ- 2Y) M'=M-{(2X-22) ΝΞΝ.--ΟΥ̓--νΧ) 
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La réduction du système aboutit aux résultats 
suivants : 

— 8i LX + MY + NZ — 0 et si L, M, N, X, Y,2Z 
sont tous nuis, systèmo équivalent à 0 ; 

— si LX + MY + NZ — 0, l’un des nombres, L,, M, 
N n'étant pas nul, X, YŸ, Z, étant tous nuls, système 
équivalent à un couple ; 

— gi ΠΧ + MY + NZ — 0, l’un des nombres X, Y, 
Z n'étant pas nul, système équivalent à un vecteur ; 

— 81] LX + MY + NZ -» 0, système équivalent à 
l’ensemble d’un vecteur et d’un couple. 


F1a. 73. — Etude analytique d’un système de vecteurs. 


Le problème de la détermination de la ligne d’action 
se pose dans les deux derniors cas. 

— 51 le système ost équivalent à un vocteur, d’après 
les conclusions du n° 72, sa ligne d’action est ropré- 
sentéc par deux des trois équations. 
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L—(yZ—2Y)—0 Μ-- -(τχ --- χΖ) Ξε 0 
Ν — (ΟΥ̓ --- yX) — 0. 

— Dans le quatrième cas, le problème est indéter- 
miné ; si on choisit arbitrairement le vecteur glissant 
dont la ligne d’action passe par O, le moment du 
couple a pour projections L, M, N, et la ligne d’action, 
dont les paramètres directeurs sont X, Y, Z dans tous 
les cas, peut être représentée par les équations : 

DEN TI UYE A 
ou par les équations cartésiennes 
Φ y 2. 


par élimination du paramètro t. 


82. Applications numériques. 


1er exemple : Réduction du systèmo formé par deux 
vecteurs de module 1, l’un ayant pour ligne d’action 
z'Oz et même sens que cet axe, l’autre ayant pour ligne 
d'action la parallèle à y'Oy menée par le point de 
coordonnées (1, 0, 0) et même sens que cet axe : 
= 0 Ὑ2:Ξ ZT 
Xe 10 NE 7 10) 
En plaçant l’origine du second voctour au point de 
coordonnées 1, O0, 0, on obtient 
Li ὃ My N,=.0 
HET Ms= 0 Ni 
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On a par conséquent 


X —=0 Y=1 Z =1 
Bi=10 M = 0 NA 


LX + MY + NZ — 1, le système est équivalent à un 
système formé d’un vecteur ot d’un couple. 
Le vecteur a pour projections X -εῦ Y —1 Z—1, 
Si le moment du couple a pour projections 


bre NEA δ ΞΞΘῚ 


la ligne d’action du vecteur cst la bissectrice de l’angle 
des demi-droites Oy et Oz. 


Frac. 74. — Réduction d'un système de deux vecteurs. 


Remarque : la réduction peut se faire d’une infinité 
de manières différentes ; nous pouvons fixer arbitrai- 
rement la ligne d'action du vecteur pourvu qu’elle soit 
parallèle à la somme géométrique. Supposons par 
exemple quo cette droite passe par le point de coor- 
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1 
données 3 ? 0,0. Le moment du couple sera le moment 


résultant par rapport à ce point, il aura pour coor- 
données 


ON RME AE VENTES 


Dans ce cas, le vecteur et 16 moment du couple sont 
parallèles. Etant donné un système qui satisfait à la 
relation LX + MY + NZ: 0, il est toujours possible 
de le réduire de telle sorte que cette condition soit 
réalisée. 


—+ —+ 


[ το 
28 exemple : Réduire le système des vocteurs u, ü us 
ayant les caractéristiques suivantes : 
x 2 . "» 
10 — Projections X, —0  Y, 
Equations de la ligne d’action 


Ι 


ΝΖ τὸ 


4 = ἃ Van z = 0 
Do Projcctions | Xe ON Ye Ep NT 
Equations de la ligne d’action. 

Lu PEN ZT 
30 τις Projections X;, — —2 = OZ 0 
Equations de la ligne d'action 

za | πε» Ζ2-----1 

Pour le calcul des moinents par rapport ἃ O, nous 


prendrons comme origines les points correspondant à 
la valeur 0 du paramètre t. 
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L1=0—0=0 M —0—0—0 N,—2—0—2 

Le=2—0=2 M,=0—0—0 N,—=0—0—0 

L=0—0=0 M, =2—0—2 'N;,—0—0—0 
Les projections de la somme géométrique sont : 


X — —72 D il Lil 


celles du moment résultant sont : 


F1G. 75. — Réduction d’un système de trois vecteurs. 


On peut vérifier aisément que 
LX + MY + NZ =0 
donc le système est équivalent à un vecteur unique, 


il reste à déterminer la ligne d’action de ce vecteur. 
Les équations de cetto ligno sont 


Μ.---(ΩΧ ---“ 2) τὸ Ο N—(xY —yX) = 0 
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ou 
2 + 2 - στὸ 2 — x — 2y — 0 


si on pose x — t, on obtient la représentation para- 


métrique 


“τὶ y——--+i 2 τι + —1 


83. Application à la mécanique. 


Nous allons étudier l'application de cette théorie à la 
statique des solides. Les forces peuvent être repré- 
sentées par des voctours glissants, puisqu'il est possible 
de faire glisser une force sur sa ligne d’action sans en 
modifier l’effet. Le système des forces appliquées à un 
solido libre ost un système de vecteurs glissants, et le 
principe fondamontal de la statique du solide libre 
peut s'exprimer ainsi : 


Pour qu'un solide libre soit en équilibre, il faut et 1l 
sujfit que le système des forces appliquées à ce solide 
soit équivalent à zéro. 


Cet énoncé fait comprendre l'importance du pro- 
blème de la réduction d’un système de vecteurs glis- 
sants dans les problèmes de mécanique. Nous allons 
montrer maintenant comment ce problème est résolu 
pratiquemont dans les cas simples. 


454 POUR COMPRENDRE 11 CALCUL VECTORIEL 


84. Composition des forces concourantes. 


a) Cas de deux forces : Un système de deux forces 
concourantes est équivalent à une force unique dont 
la ligne d’action passe par le point de concours des 
premières, et, qui est égale à leur somme géométrique. 
La règle du parallélogramme permet de construire cette 
somme. D’après la propriété énoncée plus haut, il est 
possible de placer l’origine de chaque force au point de 
concours © des deux premières ; O est donc le premier 
sommet du parallélogramme construit. 


[F1G. 70. — Composition de deux forces concourantes. 


b) Cas de plusieurs forces : Lo système admet égalo- 
ment une résulkante dont la ligne d'action passe par le 
point de concours des forces données, et qui est égale 
à leur sommo géométrique. La règle du parallélo- 
gramme permet de construire cette somme. On cons- 
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truit d’abord F = ἤ + τὸς puis γι == ΤΗΝ et ainsi 


de suite, de proche en proche jusqu’à la dernière force. 


85. Problème inverse : décomposition d’une force. 


ΤΙ s’agit de remplacer une force par un système équi- 
valent formé de plusieurs forces, par exemple par un 
systèmo de trois forces concourantes. 


a) Nous allons commencer par un problème simple. 

Soit une force f donnée de ligne d’action (D), et 
deux droites (D,) et (D,) choisies de sorte que (D), 
(D,), (D) soiont concourantes en O et situées dans un 
même plan. Trouver un système de deux forces f1 et fs 
portées par (D,) et (D,), équivalent à la force f. 

Les droites (D,) et (D,) passant par O, le moment 
résultant du système sera nul, ot par conséquent égal 
au moment de f. Pour que l’équivalence soit réalisée, 1l 
faut et 1] suffit que ἢ ΤΕ Rp 

Construisons OÀ en et par À la parallèle à (D), 
qui coupe (D,) en À, et la parallèle à (D,) qui coupe 
(D) en Δ: 

Nous avons 

OÀ, + OÀ, = OÀ. 

ΤΙ suffit donc pour résoudre le problème de farre 
Ἢ -- OÀ, ct Κα = OA, 

b) Soit maintenant une force F4 donnée de ligne 
d’action (D) et trois droites (D,), (D), (Ὠ 4) non situées 
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dans un même plan, (D), (D,), (D,), (D3) étant concou. 
rantes en Ὁ. Trouver un système de trois forces Fi 
ἡ αἱ portées par (1)}4), (D), (D;), équivalent à la force f. 

Le moment résultant du système par rapport à O 
est nul, donc égal au moment de f. Pour que l’équiva- 
lence soit réaliséo, il faut et il suffit que 


ΤῈ ΕΠ ΠΤ: = f. 


(D3) 


Ετα. 77. — Décomposition d’une force. 


Construisons OÀ — f. Par À, menons la parallèle à 


(Ds) qui coupe le plan des droites (D,) et (D,) en A’. 
Dans ce plan, par Δ΄, menons la parallèle à (D,) qui 
coupe (D,) en A, ot la parallèle à (D,) qui coupe (D,) 
en (A,). Puis par À menons la parallèle à A'O qui 
coupe (D.) en Δ. 
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Nous avons 
OÀ ἣν OÀ, la OÀ, - 
ΤΙ suffit donc de prendre 
h=0À, h=0À, fi 04 


liemarque : Ces problèmes présentent de grandes 
ressemblances avec la recherche des composantes d’un 
vecteur. Nous avons traité ici les seuls cas où le pro- 
blème a une solution. Dans tous les autres cas, il est 
soit impossible, soit indéterminé. Examinons rapide- 
ment ces cas, en utilisant des notations analogues aux 
précédentes. 

Il est impossible de décomposer f en doux forces 81 
(D), (D,), (D.), concourantes, ne sont pas dans un 
même plan. 

Le problème de la décomposition en trois forces ou 
plus de trois forces est indéterminé si (D), (D,), (D), 
(D,) sont dans un même plan. En effet, dans ce cas, 
il est possible de choisir arbitrairement l’une des 
composantes, fi par exemple. On a alors 


A+ B+ DT 


ΤΙ suffit ensuite de décomposer la force (} - = ΤΙ dont 
on ἃ déterminé la grandeur géométrique et ls ligne 
d'action, en deux forces GE et ge en utilisant la cons- 
truction précédente. 
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En général, le problème de 18 décomposition en un 
nombre de forces supérieur à trois est indéterminé. 


86. Réduction d’un système de forces coplanaires. 


On appelle système de forces coplanaires un sys- 
tème de forces dont toutes les lignes d’action sont 
situées dans un même plan (P) (Ne pas confondre avec 
les vocteurs libres coplanaires). 

Un point Ὁ étant choisi dans le plan (P), les mo- 
ments des différentes forces par rapport à O sont, soit 
nuls, soit normaux au plan (P). Donc le moment résul- 
tant OG est, soit nul, soit normal à (P). La somme 
géométrique ἡ des forces étant parallèle à (P), on a 
nécessairement 

| OG, f— 0 

Done, le système est ; 

— ou équivalent à zéro ; 

— ou équivalent à un couple ; 

— ou équivalent à une force unique. 


Nous allons réaliser géométriquement la réduction 
d’un tel système en utilisant la règle du parallélo- 
gramme. | 

Soit un système de forces coplanaires Fe JE F8 
de lignes d’action (D,), (D), ..…, (Dan). 

Considérons deux points Α ot B dans le plan de ces 
forces. 
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Ὁ, étant un point de (D,), il est possible de rem- 
placer f, par deux forces dirigées suivant O,A et O,B. 

En répétant l'opération sur (1)4), (D.), …., (Da), nous 
obtenons deux systèmes de x forces concourantes en 
Α οὐ B. Chacun de ces systèmes est équivalent à une 
force unique, donc nous avons remplacé le système 
donné par le système des forces se et De. 


l'i1G. 78. — Réduction d’un système de forces coplanaires. 


a) Sim Lo 0e οἱ Pa n'étant pas parallèles, ce 
systèmo de deux forces concourantes 80 réduit à une 


force unique. 


> > + > 

0) Sips + φὰ 7< 0, φι οὗ #, étant parallèles, nous pour 
vons los remplacer par doux forces concourantes 9 φ, Ut 
φ᾽; 5 en répétant sur q οἵ, Po [ἃ transformation offoctuée 
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sur Jo système initial, les deux points A’ et Β΄ choisis 
étant d’autres points du plan. 

Dans ces deux cas le système se réduit à une force 
unique f, appelée résultante du système, et on a 

+ —+ —+ + + LE 
f= pm Ἐφ, Ξ ἢ 1} Ἔ... ἘΠ 

6) 81 ἘΞ + 7 0, avec Ἢ = 0: ἰῇ. — 0, ἰο moment 
résultant par rapport à un point quelconque est nul et 
le système est équivalont à zéro. 

d) Si Es ne — (, avec κῃ ες 0 ot ge Σ 0, ot ox 
sont parallèles. Si les lignes d’action des deux forces 
sont distinctes, le système est équivalent à un couple. 

Si les lignes d’action sont confondues, le moment 
résultant par rapport à un point de la droite AB est 
nul et le système est équivalent à zéro. 


87. Réduction d’un système quelconque de forces. 


Nous avons indiqué comment on pouvait trouver 
une solution analytique de ce problème. 11 est égale- 
ment possible de le résoudre géométriquement, en uti- 
lisant la règle de composition des forces concourantes. 
Nous ne traiterons pas cette question. 


88. Application des propriétés des vecteurs glissants aux 
problèmes de statique. 


La recherche des conditions d'équilibre d’un corps 
solide sera effectuée lorsqu'on aura trouvé à quelles 
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conditions le système des forces qui s’exercent sur ce 


solide est équivalent à zéro. 
Si, le solide est libre, on considère le système des 


forces directement appliquées au solide. 

Si le solide est gêné, on considère le système des 
forces extérieures et des réactions. 

1er exemple : Equilibre d’un solide pesant mobile 


autour d’un point ©. 


| 
Fra. 79. — Equilibre d’un solide pesant mobile 
autour d’un point. 


Ce corps est soumis à un système de deux forces : 


la réaction du point O, appliquée en Ὁ ; 
le poids du corps, appliqué en son centre de gravité. 


BRETON, — Calcul vector'el 11 
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Le système de ces forces est nul si : 

19 la réaction cst opposée au poids (grandeurs géo- 
métriques opposées, même ligne d’action) ; 

20 Ja somme des moments des forces par rapport à Ὁ 
est nulle, c’est-à-dire si la verticale passant par le 
centre de gravité passe aussi par 0. 

Cette dernière condition met en évidence les deux 
positions d’équilibro possibles (positions G, et G; du 
centre de gravité). 


2e exemple : Equilibre d’une sphère reposant sans 
frottement sur un plan incliné. 
Soit p Jo poids du corps, représenté par le vectour p. 


ΕἸᾳ. 80. — l'quilibre d’une sphère 
reposant sans frottement sur un plan incliné. 


La réaction étant normale au plan passe par Ὁ, 
=} 
Il est possible de décomposer p on deux forces per- 
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. . are LU “Ἔ ἢ τιν ER 
pendiculaires p1 et ps, d’intensités ps el Pa, Po est 
> 
normale au plan, p, est parallèle aux lignes de plus 
grande pente. Soib α l’angle du plan avec le plan 
horizontal 
P1 = P Sin ©. 
Le système des forces extérieures et des réactions 
doit être nul. Cette condition est réalisée 81] : 
Li + * } 
10 Ja réaction est opposée à ps ; 
je 
20 on exerce une force opposée à p.. 
Dans ce cas la somme géomètrique est nulle, et les 


forces étant concourantes en ce point, leurs moments 
par rapporté à O sont nuls. 


HUITIÈME LEÇON 


SYSTÈMES DE VECTEURS GLISSANTS 
PARALLÈLES 


89. Réduction d’un système de vecteurs glissants pa- 
rallèles. ; 


Nous continuerons à raisonner sur un système de 
trois vecteurs, tout en remarquant que ce raison- 
nement peut s'appliquer sans restriction à un nombre 
quelconque de vecteurs. 

Soiont trois vocleurs glissants parallèles 


AB, = τὴ Abe + Un AB; = τς 
dont les lignes d’action sont (D,), (D), (D). 
Soit x'x un axe parallèle à ces droites, son vectour 
unitaire étant 1. | 
On peut écrire 


—> -ν > + + 


» -ν 
U = Ml Us = Moi U, == Mat 


M, Mo, M, Sont des nombres algébriques. 
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à - > 
La somme géométrique Y des vectours ἃ pour 
grandeur 


Ὑ -- (πὶ - Me + me) Ë 
Ο étant un point de l’espace. 
OG = δ, Ami-mO ΑΛ 
et de même 
Οὗ, = Mo OÀ, A T Οὗ, τε ils OÀ, AUS 
Αι ἥν B, SUD) 


Ag Re (D) 
G & ----ὄ ὦ - 


0 


ΕἸα. 81. — Système de vecteurs glissants parallèles. 


On obtient en faisant la somme géométrique 


Abe οὗ = (m1 OA, + Mo OA + Ma OA.) Δὲ 
OG.Y --ἰνεολ, Ἐπροῖς, Ἐσμοᾶ,, à, (ma-mo-ms) ὦ] 


Ce produit mixte est nul, donc : 
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le moment résultant en un point quelconque d’un 
système de vectours parallèles, est perpendiculaire à 
leur somme géométrique. 


Examinons maintenant les différents cas prévus au 
n°79. 


a) OÙ = 0 et -- 0, c’est-à-dire m, + me + πᾳ Ξε 0 
le système est équivalent à zéro. 
8) 060 et v—0(m + m +m= 0) 
le système est équivalent à un couple. Ὅτι 
C) OR ONE = 0 le système est équivalent 
à un vecteur unique dont la ligne d’action passe par O. 
ὦ 'OGz0 ot T0. 


Cherchons les points Οἱ tels que ΟἿ’ soit nul. 
ὅδ = OG + 00 À r 
L’équation de ces points sera 
0OG + 0'O AAC = 0% our OG2- O0: A v’= 0 
c’est-à-dire 
(mOA + Mo OÀ, -|- Ma OÀ,) AN 
. οὖ’ À (Ma + Mo + ma ἃ -- 0 
ou 
Ὁ» -Ἁ --» 
[mu OA, + mu ΟΔς - m3 OA, 
— (If - Mo “+ Ma) 00] A LU Ἤν 


Pour que ce produit vectoriel soil nul, il faut et 1] 
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suffit que les deux vecteurs soient colinéaires, c’est-à- 
dire qu’on ai : 
ms OA + mo OA + m3 ΟΑς- (mme + ma)O0'=E ἢ 
k étant un nombre algébrique quelconque. 

On en tire, en divisant par le nombre mn, + m, + m; 
non nul. 
M OÀ + Mo OÀ, + M: OÀ, ὟΝ lc rie 

M À Mo FT Mg Mit Me Ὁ 5 


Cette expression est l'équation vectorielle d’une 


OÙ'— 


droite (D), # étant le paramètre variable, donc les 
points cherchés sont tous les points de cette droite. 


ΜΝ OÙ = 4 OA, Ἔ to OÀ, + Ma OÀ, 
My À Mo + Ma 

Lo point ainsi défini est le barycentre des points Δ, 
À, As, respectivement affectés des coefficients m,,m, 
m.. Lorsque ces points varient d’une manière quol- 
conque sur (D,), (D:), (D;), leur barycentre décrit la 
droite (D). 

Le moment résultant par rapport à un point de (D) 
est nul, le système esb donc équivalent à un vecteur 
uniquo doné la ligne d’action est (D). 

En résumé dans ce cas, les origines dos vecteurs 
étant fixées arbitrairement en À,, À,, Δ, la ligne 
d'action de leur résullante passe par le barycentro de 
ces points, respectivement affectés des coeflicionts m,, 
TN NS. 
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90." Composition des forces parallèles. 


Nous traiterons le problèmo pour deux forces et nous 
indiquerons comment les résultats s’élendent à un 
nombre quelconque de forces. 

Soient deux forces parallèles, représentées par 
AB, 0 AB, = fs un axe x’x parallèle à leur direc- 
tion commune, de vecteur unitaire ὡς O un point 
quelconque. 


Fra. 82. — Composition des forces parallèles. 


On a 


> —> --μ 


» 
Ur a PAT τ 


O1 m, + ms = (, le systèmo est équivalent à un 
couple. 

SI my + M 0, le système est équivalent à une 
force unique dont la ligne d'action passe par le bary- 
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centre des points À, et A,, affectés des coefficients m, 
et mA et dont ia grandeur est 


Ὑ -ῖ + me) τ 

Dans le cas de trois forces, si 7 Ε. on composera 
me et 1: puis leur résultante ot El 

On réalisera [ἃ composition d’un nombre quelconque 
de forces en répétant cette opération de proche en 
proche. 


91. Centre des vecteurs parallèles. 


Considérons un ensemble de trois points ΔΛ... A», A3, 
affectés respectivement des coefficients m,, M, m3 et 
un système de vectours de grandeurs 


> nr 
M U, Mo U, Ma U, 
= ν = 
dont les lignes d’action passent par À,, À,, À,, u étant 
un vecteur libre donné οὗ la somme m, + m, + ms 
n'étant pas nulle. 
Ce système est équivalent à unŸvocteur unique, de 
crandour 
+ — > nr 
1 ἔν —- Mo 172 + Ma U 


dont la ligne d’action passe par le barycontre ΟἹ des 
points Α., À,, À, 


m OA, +- mOÀ, + mOÀ, 


ΟΝ 
UE. Ma À Mo + Ma 


(1) 
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L'expression (1) montre que OÙ πὸ dépend pas du 
vecteur Z ; lorsque εἰ varie, la résultante passe par le 
point fixe ΟΘ΄, qui s’appelle centre des vecteurs paral- 
lèles. 


> 
— 
[#4 
— 
Q 
— 
2 ὦ 

> 
FR 


— 
Ü 
> 
(AE 
{Th+Mz2+Mz) ὦ 


Fia. 83. — Centre des vecteurs parallèles. 


92. Centre de gravité. 


Dans le cas particulier où los . vecteurs parallèles 
représentent des forces proportionnelles aux masses 
des points A,, Δ, À,, on pourra appeler mi, Mo, Ms 
ces masses. 

Considérons par exemple trois corps pesants à peu 
près ponctuels, A,, À,, À, de masses m,, Mo, Ma: 


Leurs poids seront représentés par les vecteurs 
--» > => 
mis t Mas ὖ Ms£ L 


dé 
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g étant l’intensité de [ἃ pesanteur, ὦ le vecteur unitaire 
de la verticale descendante. 

Les distances des points restant invariables, si on 
déplace l’ensemble du système de points, l'orientation 
du vecteur 1 varie par rapporé aux points, mais la 
résultante des poids passe toujours par 0", qui occupe 
une posibion fixe par rapport à ces points. Si g vario, il 
en est de même. 

Ο’ s’appelle le centre de gravité du système ; c’est le 
barycentre des trois points, affectés chacun d’un coef- 
ficiont égal à sa masse. 

Cette propriété s'étend à un système de n points 
dont les distances restent invariables, ot à un corps 
solide quelconque. 


FORMULES A RETENIR 


— Relation de Chasles. 
AB + BC + … + MN — AN 
— Barycentre. 


OË «αὶ M OM, + Mo OM, ΒΒ dec + Fr OMn 
Ma + Mo +. + Mn 


— Produit scalaire. 
Ἂς D XP 77 
— Produit vectoriel. 
Projections de u À φι 
NAN τον 7 ORNE 
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(uPP+(RAvP— RE À 
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οὐ’ = OG + οὖλα 
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